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PRESENTACIÓN 


Creemos que la educación atraviesa por múltiples dificultades, 
vemos como en el transcurrir de los procesos de Admisión, grupos de 
especialistas discuten y dictaminan cambios en los modelos de prueba 
queson tomados en los llamados Concursos de Admisión. Es por ello que 
tenemos que ser consecuentes del rol protagónico que tenemos todos 
aquellos quienes nosencontramosinmersos enla labor educativa. 


El Fondo Editorial RODO es un grupo educativo conformado por 
profesionales de experiencia que por muchos años vienen participando 
en el análisis y resolución de Exámenes de Admisión tomados en las 
diferentes universidades de nuestro país, tales como la UNI, UNMSM, 
UNAC, UNA, UNFV y PUCP. 


Conocedores de la realidad de nuestro educando que día a día nos 
muestra la interacción con ellos en las aulas de clase y poniendo en 
manifiesto nuestro compromiso como educadores hemos asumido el reto 
de contribuir a elevar el nivel académico de manera integral, dándole 
prioridad a los cursos de matemática y ciencias. 


Uno de los primeros aportes es la elaboración del presente texto 
teórico - práctico denominado LIBRO DE ÁLGEBRA, concentrando 
todo el esfuerzo y la experiencia del grupo humano que la conforman, 
Caracterizándolo así por el rigor y la exigencia académica, ya que abarca los 
temas solicitados por el prospecto de admisión. 


Esta obra forma parte de la serie de publicaciones que permiten al 
estudiante acceder a un material novedoso el cual sabemos generará 
diversos comentarios y sugerencias, los cuales sabremos aceptar. 


Fondo Editorial RODO 
De: Walter Z. Benitez Nuñez 
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SIMBOLOGÍA 


SJ 
C: Conjunto de números complejos 
Im : Conjuntos de números imaginarios 
R : Conjunto de número reales 
Ф : Conjunto de número racionales 


z 


z: 


N 


N 


Q' : Conjunto de número irracionales 


: Conjunto de números enteros 


2 = (1,2,3,4, 
L> Neutro = 0 


PS 4,3, -2, -1) 


z- 


: Conjunto de números naturales. 


=(0,1,2,3, 4... = Z^ U (0) 


| = : Entonces 
e» o: Siysólosi 
1 Tal que. 
¥: Paratodo 
з : ве 

| pecore 
€; Pertenece 


Condicional, implica 


Bicondicional, doble implicancia 


Identidad 


Mucho menor 
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CAPACIDADES: 
Identificar definiciones, teoremas y propiedades relacionadas con las potencias y 
radicales. 

Efectuar operaciones con potencias y/o radicales dentro del conjunto de los múmeros. 
reales R. le 
Reconocer y resolver algunas ecuaciones trascendentes cuya incógnita forma parte de. 
algún exponente. 


ELORIGEN DE LA PALABRA ÁLGEBRA, el 
matemático árabe Abuadala Mohamed Ibn Musa, 
comúnmente llamado ALJUARIZMI después de estudiar en. 
la India y asimilar la ciencia Hindú escribe su famoso libro 
"AL DJABR W'AL MUKABALA' que quiere decir 
“transposición y reducción de términos semejantes”. 


Al principio está nueva disciplina se designó con el 
nombre completo de la obra de Aljuarizmi, pero en el siglo 
XVI se suprimía la segunda parte para llamarle simplemente: AE 
"AI Djabr" osea ÁLGEBRA. 


ADIOFANTO DE ALEJANDRÍA (325-409) Geómetra griego; se le considera 
como el creador del Álgebra; fué el primero que publicó un tratado de esta ciencia 
matemática. Su tratado forma un cuerpo de doctrina importante: Está dividido en trece 
libros de los cuales solo los seis primeros han llegado hasta nosotros, en ellos se halla la 
resolución en números enteros de las ecuaciones indeterminadas de primer grado con dos 
incógnitas y un grán número de problemas resueltos mediante ecuaciones de primer y 
segundo grado cuyas dificultades aparecen gradualmente. Es probable que los otros siete 
libros que se han perdido nos hubieran dado un alto concepto matemático del autor de 
haber legado hasta nosotros. 
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LIBRO MATEMÁTICA T. 


Es la operación matemática que tiene por objetivo encontrar una expresión llamada potencia 
(p) conociendo previamente otras dos expresiones denominadas base (b) y exponente (п). 


base ibeR 
exponente ; neZ 
lipon рев 


22 es la base; 3 es el exponente y 8 es la potencia. 


£c 
а°=1 
. 1 
. a 
2. vaeRAneZ' 
n=l 
n" n22 
244 . 0-0 
e 7=7,7.7=343 * Єзуї = (565) = +25 = 25 


з. VaeR-(0)AneZ 
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o ÁLGEBRA 


2. VacR-(0)AmneZ 


at 


2 
Кышны 
Б 


з. VaeRamnez 


NC e کرت‎ 2e» کے‎ 


4. VanbeRnez 


ayy ANN ay 


5. VanbeR ulesque b=0,n eZ 


| Los teoremas у la propiedad mostrada anteriormente se extienden para exponentes 
(m, n, p) reales. 
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Es la operación matemática inversa a la potenciación cuyo objetivo es encontrar una expresión 


llamada raíz (b), conociendo previamente otras dos expresiones denominadas radicando (a) e 
índice (n). 


+ 02-2 = 32-2 


+ 49-3 = 9.3 


Debemos tener en cuenta que dentro del conjunto de los nümeros reales no se define a la. 
radicación cuando el índice es par y el radicando negativo, razón por la cual cada vez que el 
|| dice sea parelradicando yla raíz deberán ser no negativos. 


+ 42004 existe en R e 4-82 no existe en R 


ALGEBRA 


2 
A - caa 


5 
+ A 


twitter.com/calapenshko 


1. v Va, Vb ев 


«аду > W.-W 


2. v Va, Vb eRIbeo 


E E 
КАД 


з. VacRAmez" 


AA A 


AA AA 
AAA AS 
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pem 
e [Осн 
ЫГА 


а. 
в. 
в. 


Mee eoe "ЗЕ 
Oe eL enu 


Se denomina ecuación trascendente a toda igualdad condicional que presenta a su incógnita: 
+ Formando parte de algún exponente 
a 


+ Como base y exponente a la vez 
Z-x-5;x 


+ Alectada por algún operador 
logx!-x-1 ; cos(2x)=0,5 


Es la ecuación trascendente que presenta a su incógnita formando parte de algún exponente, 
veamos algunos ejemplos: 


. sólos + 3=81 
e. Pi OS 
[TEOREMA 


ма>Олая1 


оҳцѕиәаејеојшооәдіму 


Para resolver algunas ecuaciones trascendentes a veces es necesario recurrir al proceso 
de comparación comúnmente llamado método de analogía, el cual consiste en dar forma а 
una parte de la igualdad tomando como modelo la otra, veamos un ejemplo: 


x= 


Sin embargo debemos indicar que el método de analogía sólo nos brinda una solución 
pudiendo haber otras, sino veamos el siguiente ejemplo: 


En Nx - 3 se observa que x 2 pero JE <> , con lo cual tenemos Vx YF de 


donde x = 4. 
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¡ver ..() 
;VxeR 228) 
56 =x ;VxeR 220) 
Mostrarel equivalente еп cada caso: 
NP- 
в)з'+1° 
© 
Ds +1" 
27-7 
Reducir en cada caso: 


Arte +41 
mrteres? 

o4 cart east 
Dst- +10 
5s? «arf eae? 
Six > 1; colocar enel recuadro el signo 
derelación (>; <; =) que corresponda 


pol 


jx 


x! +x +... 16 veces ү 
9 ауел) е) "2 
Енес 
пр гит 
a EEE vee NAR 
MIRA... 100 veces 


D) por 


6. Proporcionar el equivalente en cada 


E 
„зге fes 
germ in 

ISO SITUE 


к {99997 lalala 


7. Calcular xen cada caso: 


PE 


ms 27" 


Resolución: Teniendo en cuenta las definiciones procedemos del modo siguiente: 
P d 


morc 
Le437 +5" + 
Larios 

dos E 


li WR 
32241 
ui c 


Resolución: Sea “P el equivalente. 


lesser 
DONNE. = E 
$ کل‎ gua gr шы 
Descomponiendo: 1= Ls 


Factorizando: GENS 


S -sS.1 25-541 
Simplificando: LL 
We 


p 


Si "Kî es el equivalente de la expresión mostrada, se tendrá: 


эе "smit RE 
^N 


u 


03. 0.57. Gs? 

TEDT. 735. 25) 
аяу» 
stats 


LR 
SAA 


TES 


ГА dre 
p- 


P. 
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FROBLEMA9 Calcular x en: 
ges 


Resolución:  Expresando en base 2, tenemos: 


Por teorema: 


PROBLEMA 10 51 хей", calcular“ 


Resolución: Por propiedad, se tendrá. 


Por teorema: 


Resolución:  Elevando a ambos miembros al cubo, se tendrá: 


(& -e«? 


озу au 
(E 


Por comparación: x* =2 
д хей 


4* .(16-5)=99 

4*.11-99 +4 =9 
Extrayendo raíz cuadrada: 

=5 + 23 


Resolución: Si "E" es el equivalente, de acuerdo con la definición del exponente natural se. 


EI ginis 


Resolución: Ла expresión dada es: 
x= (arre) AF 


x= [0292+48)*.J2 
[3 4 
[ST CEA 

к= Ба-а 
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PROBLEMA 16 Si: 


ў. Simplificar: 


La expresión propu 


Resolución: 


Reemplazando el dato: 


E=17 
PROBLEMA 17 Calcular xen: 
Resolución: Еп función de la base siete: 
E ate 
Por teorema tenemos: 
Mm o 
24 
grt La ater 


En función de la base dos 


Por teorema tenemos: 
3x+12=4-2x 


v T 
Resolución:  Expresemos el radicando en función de base tres : 


Ms: € E 

= AR 
Luego: d 

ad 

Meise 

MT ре 


Resolución: Aplicando leyes de exponentes en el cociente: 


Zr vim nshko 


ETE ee cabe 


Al efectuar la cancelación de “Vx” en el radicando quedarán 24n radicales; de 
Jos cuales 12а serán: VX y 12n serán {у por ser: 24n un número par: 


Sl i 
NER 3 [23 


«ж». Y b. эү nin 
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эш? +5т +18=0. 


2m. > m-— ino! 

m^ ^2 m-2 ы 
Luego: 

25-2 
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STU 
AR „ук 


mE 3G- xj [т 


Se observa que a partir del segundo sumando incluyendo a este se cancela dos a 
dos. Luego: 
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BRO ZA ULC Ф 


Resolución: Teniendo en cuenta a la resolución del problema 4, la expresión dada puede 


Sea "E" el exponente, luego: 

t‏ کے 

UR т, 
Multiplicando por 2 obtenemos: 


2 
28-143 


E. 
2 
Restando (1) de (2) tenemos: 
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PROBLEMA 30 Calcular xen? 


Resolución: Consideremos 


Para el primer miembro 


Para el seg x" =m 
x= Wm 


Igualando (1) y (2) te 


Por teorema se debe cumplir; 


78 
— 
РД 

Va 

(1) - E 
Ma Y27 


[m 


[2] 
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NE raa Y 


3+ 1-2 +21 


4 Reducir 
DENTIS 
A)16 B8 С) 64 
D)4 82 
5, Calcular x: ad 
staa” 
A)2 93 o4 
D6 ES 
& 


DE 


Aja Фа? 
D) 2a? E) 3a 
Hallar el valor reducido de: 


team SAIS 


Dn »6 o-s 
D)-6 5)-10 
13. Caleular “x” 
#+з* 
ex 
ss 
№7 вв o9 
D) 10 56 
“ 
Fd 
Abel  Bab-1 Фа+ь 
D)a-b B1 
16. Aparirde: mn =n" -16 
Calcular Weyn 
D 52 o4 
[IZ юу: 
16. Calcular "b" del sistema: 
[E 
(a+ b).3* = 5632 
A 123 5)213 9125 
р) 312 E36 


т 


1 


1 


oxusuedejeojuio2'1931) 
x 


m сш 
Calcular 

E Od 
A)04 B)05 006 
DoS Е) 0,35 
se 

x". 2 

Calcular: 

Pax” + +1 
A7 B9 ©) 15 
0) 12 E) 16 


Determinar el exponente de x* en 


Ax Bx Qe 
рух" get 
Simplificar: 

Am ва C) m/n 
D) vm 51 


Para qué valor de "n" se verifica la 


igualdad: 
xxix 
g UR eur 
Wax 


№4 me 


Di 


Si se cumple: 


PREIS DE шыс сасыта 
ITA 


м 


ГА 


Calcular *y* 
e 
12897 29 
A11 в)22 933 
D) 44 955 
A partir de 
ور‎ 
(xy =1 
Dar: "y" 
DI DI ots 
Dv E) 1/9 
Determine "y" en: 
xar 

1 1 1 
^i DH o; 
DE: Юю 

У 16 
Calcular "ab" si 

кей E, 
r E 
" 

afi) Ds oi 
0)42 E16 


Sabiendo que en el numerador y 
denominador existen “n” radicales (n > 4) 


DI вузу 


КЕЕ 


Фа 


Ба?" 


ona 
na 


BN 


31. Hallarelexponentede*x" en: 


MENE 


M= |x? (x3 үх үхз.... 
4 1 

DI ©з 

5 

DH 


Hallar de: 3& Calcularel valor limite, sabiendo que: 
NN SED 0<х<1 
А) VZ в)2/2 O2 
D)42 547 + 
(un múmero ilimitado de veces). 
M. Obtener el exponente final de^" 
"T ED Ln C) Infinito 


D) Indefinido E) Indeterminado 


Sabiendo que existen"t" radicales. 


Am'-1 Вуга Cita 


E pen. 
Pn D A Em B2 94 
D)8 916 
35. Resolver: 
ТХЕ 40 Si: 
Indicando: (x + 2)" 
a йг, =й) 
A8 ъй ож ate 2) 
2 аил 
DES 25 Hallar: 


лу DES a 
»2 юв 


37, Encontrar todas las parejas de enteros “a” y 


“b" tales que: a > 1;Ь 1 verifican: 
"E 

Indique: a+b 

A12 518 026 

D)32 E) Hay dos correctas. 


4. Respectoa la ecuación: 
9 43.3 420 
Indicarla proposición verdadera: 


A) Notieneraícesreales. 
B) Tienedosraíces reales positivos. 

C) Tieneraíces reales de signos opuestos 
D) Tienesólo una raíz real. 

E) Tienedos raíces reales negativas. 


4i Calcular: 
Vac 
sl xî verifica: 
(SE 
N2 DE оз 
0-2 5i 


44. Calcular: x.y"! del sistema: 
(mx) î т" Vm 


(чтуу = ат 


AV" вуш"! oym 
D) Ym? Elm! 


45 Si xel. 
Calcular: 


DUE MATEMATICA 1 


Proporcionar el exponente final de x 
en 


дв в)-в ©в 
D)-6 юз 


i se cumple: уу. VF =з? 


proporcionar un valor de: x? + 2у2 
LE B)4 сз 
0)2 E1 


Calcular: 347% + 11% + 15x +... 
si se verifica: 


[ETT 


A319 — B57 — QSy7 
D) 52/9 E) 61/9 


Calcular: 


y 
sabiendo que: Vx =4 


A7 си o7 
D) F DI 
Determine el cociente de dividir las solu- 
ciones de la ecuación 

MTM 

4 alg 

PI mo o1 
»2 D3 
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CAPACIDADES: 
+ Identificar y denotar expresiones algebraicas. 
+ Determinarel grado y el valor numérico de las expresiones algebraicas. 
+ Reconocery clasificar alos polinomios. F 


P(x)= Ax! Bx+ C 


FRANÇOIS VIÈTE 


FRANCOIS VIÈTE (1 540 — 1 603), el llamado “matemático francés más 
importante del siglo XVI" fue también abogado, miembro del Parlamento y consejero 
particular del rey Enrique IV de Francia, pero dedicaba sus horas libres a las matemáticas, Se 
cuenta que descifró un código secreto español que contenía centenares de símbolos y que 


durante varios años Francia se aprovechó de ello en su guerra contra España, pero la 
contribución más importante de Viète fue probablemente haber utilizado "parámetros" por 
primera vezen la historia de las matemáticas. 


La idea de los parámetros ha sido fundamental en el desarrollo de las 
matemáticas; en geometría por ejemplo, un diagrama de triángulo ABC podía representar 
"todos" los triángulos pero en álgebra no se conocían esas generalizaciones. En álgebra se 


estudiaban sólo casos especiales, se resolvían ecuaciones con coeficientes específicos, pero 
no existía un modelo que representara "todas" las ecuaciones cuadráticas o “todas” las 


ecuaciones cúbicas. 


Viète empezó a utilizar vocales para representar las incógnitas y consonantes para. 
representar magnitudes o números dados o supuestamente conocidos (parámetros). Con 
esaidea, a partir de Viète, el álgebra pudo estudiar clases de ecuaciones y concentrarse en la 
estructura de los problemas y no en su forma particular. 
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БЕРШЕШ 


Se denomina así а la reunión de letras y números (variables y constantes) que se encuentran 
ligadas por las seis operaciones matemáticas elementales o alguna combinación de estas en un número 
limitado de veces. La representación simbólica que permite reconocer las variables de una expresión es 
Mamada notación matemática. 


+ род Es la expresión P de variable x: Posa xe 


+ FOGY) Esla expresión F de variables x лу: Forex ay + 5x + V5y- E 


DESERVACIÓN: 


En una expresión algebraica ninguna variable podrá formar parte de algún exponente y/o 
indice de un signo radical, así pues las expresiones: 

+ Pel . Fx)eNSe3-x 

Noson algebraicas, asi mismo segûn la definición las expresiones: 

e mea es + косу) нх? - logx +3соху)-у 


También по son algebraicas a todas estas expresiones se les denomina expresiones 
trascendentes. 


TERMINO АЕВЕВЕМСО 


Es aquella expresión algebraica en la cual no existen operaciones de adición y/o sustracción, 
veamos algunos ejemplos: 


+ Pasé суху 
Todo término algebraico presenta tres partes: coeficiente, variables y exponentes, 


exponentes 


+ My LX 


team CALAPENSHKO 
SFONDO: 
Son aquellos términos que presentan las mismas variables y con respecto a la variable en común 
iguales exponentes, 


+ Muy) Sy! ^ Noo y) e zy? 
Son términos semejantes y se les representa así: 
mi ay 
CLASIFICACIÓN DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
т. EXPRESIÓN ALGEBRAICA RACIONAL (E.A.R.) 
Es aquella expresión donde sus variables se encuentran afectadas solo por exponentes enteros y 
sesubdividen en: 
1) Enteras: Si todas sus variables se encuentran en el numerador afectadas solo por 
exponentes naturales, 


as apesta Va 


2)  Fraccionarias: Si al observar al menos una variable en el denominador, esta presenta 
exponente entero positivo. 


aaa . 


П. EXPRESIÓN ALGEBRAICA IRRACIONAL (E.A.I.) 


Es aquella expresión donde existe al menos una variable afectada de signo radical o exponente. 
fraccionario. 


+ водах? 3567 + оюнун аке y d 


Se denomina así a toda expresión algebraica racional entera , algunos ejemplos son: 


e Poux x exe + Коу) а Sx xy ey +7 


Donde: ар;а;;а,: „уа, Son coeficientes 


IPP = Grado de P = n еза, 40; ne 
ag = Coeficiente Principal (CP) 
a, = Término Independiente de x (TI) 


PROPIEDAD) 


1) La suma de los coeficientes del polinomio Р(х) se obtiene reemplazando х por la unidad. 


Zcoef de Р(х) = PO) 


2) Eltémino independiente de x en el polinomio Р(х) se obtiene reemplazando x por сего. 


Ten P(x) = P(O) 


e Pora Р(х) = Sx -3x +2 
E coef de P(x) = 5(1)" ~30)" 42245-34224 
TI en Р(х) = 5(0)" -X0) + 2= 0-042: 


А todo polinomio se le podrá asignar un nombre particular, este nombre dependerá de 
la cantidad de términos que presente, así pues tenemos: 


+ Мх) =5х2 tiene un término, se llama Monomio 


+ F(x)=3x+4 tiene dos términos, se llama Binomio 
+ Pü)ex x +x tiene tres términos, se llama Trinomio 


team CALAPENSHKO E 


FOTOS MÓNICO! 


Es aquel polinomio literal (grado — n 2 1) de una sola variable y de coeficientes enteros cuyo 
coeficiente principal es la unidad. 


+ Pd ках? exe esmónico 0 9207 +x =x" =1 noes mônico 
DE POLINOMIOS 


Esla categoría quese asigna a una expresión algebraica teniendo en cuenta a los exponentes de sus 
variables, 


Frecuentemente distínguimos dos clases de grado, los cuales son: 


L GRADO RELATIVO (G.R.): Cuando se considera a una variable en particular. 


* En polinomios de un solo término (monomios) el grado relativo respecto de una variable 
ез el exponente de la variable en mención. 


* En polinomios de dos o más términos el grado relativo respecto de una variable es el 
mayor exponente que presenta la variable en mención en uno de sus términos. 
п. GRADO ABSOLUTO (G.A.]: Cuando se considera a todas las variables. 


* En polinomios de un solo término (monomios) es la suma de todos los exponentes que 
presentan las variables. 


* En polinomios de dos o más términos es el mayor grado absoluto de dichos términos. 
Ejemplos: i) MO; y)e Sy" 


Grado Relativo a x = GRÛ) = 4 
Grado Relativo а y = GRÛ) = 6 


Grado Absoluto de M = GA(M) = 4 + 6 = 10. 
Шу РО; у) may? ly? 
Grado Relativo a x = GRO) = 7 
Grado Relativo а у = GRO) = 3 
GA) = 8 
= GAP) =9 


GA(tz) = 9 (mayor) 


— 


Sea Cuna constante cualquiera, entonces a todo polinomio de la forma P(x) = C sele denomina 
polinomio constante. 
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CHBRO — 
Si C = 0 — El polinomio es de grado cero 
Si C = 0 -> El grado del polinomio no esta definido 
Es el nümero real que se obtiene al reemplazar las variables de una expresión por números 
determinados, veamos algunos ejemplos: 


+ Para Рр) =х?+х-3 ¿PCD? 
P(2) es el valor numérico de P cuando x se reemplaza por 2, luego 
P)=2+2-3=8+2-3=7 


+ Para Fredy exyel ёҢ;-1)? 
F(1; -1) es el valor numérico de F cuando x = 1 ^ у = -1, luego: 
кї; -1)=@#-СЄ1Ў +0)(-0)+1=1+1-1+1=2 


CAMBIO DE VARIABLE 
En toda expresión las variables podrán ser sustituidas por otras variables o alguna expresión, 
veamos algunos ejemplos: 


e PO)e2x* -x +1 PY)? . Fx)e3x44 280-2)? 
observar que: x + y observar que: X -»x-2 
Mosa F(x-2) 43-2) +4 93-2 


POLINOMIOS ESPECIALES. 
Son aquellos polinomios cuya estructura presenta alguna característica particular. 
1. POLINOMIO HOMOGÉNEO: 


Se dice que un polinomio en dos ó más variables es homogéneo si todos sus términos presentan el 
mismo grado absoluto, al cual se le denomina grado de homogeneidad. 


+ росу) ex? +5xy* a ly es homogéneo de grado 3 (grado de homogeneidad) 


П. POLINOMIO ORDENADO: 
Se dice que un polinomio es ordenado con respecto de una variable, silos exponentes de la variable 
denominada ordenatriz aumentan o disminuyen desde el primer término contando de izquierda a 
derecha, 


® PG) ex! +x" -x ordenado en forma decreciente 


+ FG) ex ex" x" ordenado en forma creciente 


мосу) e x y» 2x*y) + ху* —у'9 ordenado en forma decreciente: con respecto а x; 
ordenado en forma creciente con respecto a y 


e E Pl А; | 


team CALAPENSHKO 
FONDO EDITORIAL ЖОРО. A 
Ш. POLINOMIO COMPLETO EN X: 
Se dice que un polinomio de coeficiente no nulos es completo, cuando la variable x aparece en 


todos sus términos con todos los exponente naturales que van desde el cero (para el término 
independiente) hasta el grado. 


TES 


X44 es completo de 2% grado, tieng З términos. 
+ FG)ex'ex-4x +7. es completo de 3“ grado, tiene 4 términos. 


PROPIEDAD: 
En todo polinomio completo en x, se cumple: 


N* de términos = GA «1 
POLINOMIO PRIMITIVO: 


Es aquel polinomio literal en función de una variable de coeficientes enteros, cuyo máximo co- 
mún divisor de todos sus coeficientes es igual a la unidad. 


e F(x)m2x-3x +10 — está definido en Z, como: MCD(2; -3; 10) = 1, entonces F(x) es 
un polinomio primitivo. 


У. POLINOMIO IDÉNTICAMENTE NULO: 
Se dice que un polinomio es idénticamente nulo si todos los coeficientes son iguales a cero. 


PROPIEDAD: 
Si: Рх) «ах? +bx te =0 


ез un polinomio idéntícamente nulo se denota así: ах? + bx +c = O 
y se cumple que: a = 0^ b = 0 ^€ =0 


/POLINOMIOS IDÉNTICOS. 


Dos polinomios de igual grado que se encuentran en función de la misma variable serán idénticos 
siasumen igual valor numérico para todo valor de su variable. 


Ejemplo: 
+ PO лк) -2x-1 
son idénticos pues Pa) = ба): vaeR 


PROPIEDAD: 
Si los polinomios: 
Р(х) = ax" «bxc ; Ох) = mi «nx q 


son idénticos se les representa. 
y se cumple qı 33 


í ax" + bx +e mê ++ 
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1. Colocar un visto (+) en cada recuadro que 
corresponde a una expresión algebraica. 


А -ху+у-4 O 
в) aab a 
с) x-sy«zy-2 C] 
Dl. (E 
E) log2-x +x? ES 


2. Completa las filas del cuadro adjunto: 


3. Calcular lo pedido en cada caso de 
términos semejantes 


Aumento: 2y — xy 

Bab? cy! gy! 
Qui aya ley 
D) tab? : Оху ay 


E) êmî + nîî: ax tym ду 


4. Coloca un visto en cada recuadro que 
corresponde а un polinomio: 


A-A 
B) 24x" +10 
Os 

D)-10 


E)x-x-4xi-1 


a 


n 


Dadas las expresiones: 
Ро) «x2; QG) m+ RO) = x-1 
Calcular lo pedido en cada caso; 


A) PA) +Q(0) - R1) 

B) Р(-1) - QU) + RG) 

C) P(2)  Q(-1) - RO) 

D) P-3) + Q(2) + RED 

E) P2). QU + QU)  R(20) 


Marcar Verdadero (Уо Falso (F) según 
corresponda: 


Ауру) = Sez GA 6 0 


B2x-bmax-2 + ab=4 .() 

Сух? -2”* э т=7 «0 

уо) «2008 + GA- 0.) 

E) GG) m7 > GA 10) 

Calcular lo pedido en cada caso 

А) im.n?siel polinomio es homogéneo 
Pony) ж 2х2 - xy" y 


B) ia. b.c? siel polinomio es ordenado. 
PO) ex -x* «xx cta 


C) ёа + b + c? si el polinomio es 
completo y ordenado. 
PO) ex"! x ex + abe 


D) ¿mn + m + n? si el polinomio es 
idénticamente nulo. 


Род = (m- 4x + (п + 3)х 


E) ¿a-b? siel polinomio es mónicolineal 
P) = (а-2)х° + ® + S)x-ab 


team CALAPENSHKO 
FONDO. 


PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


PROBLEMA 3 


Resolución: 


Qa-3Xx«Se7x«b-l; VxeR. Д 


De la identidad se cumple que los coeficientes de sus términos semejantes son 
iguales, luego: 


2-3=7=2=5 


b-1=5>b=6 


2 a.b 30 


Para qué valor de ^ni" y "n^ el polinomio: 
P(x:y) e x?! + х?у + xy"? 
es homogéneo. 


Como P es homogéneo se cumple que el grado absoluto en todos sus términos 
son iguales, luego: 


m-1=2+1=1+n+1 
m-1=3=n+2 


De donde: ш-1=3ла+2=3 


mes ^ nel 


SÍ Рх) =0 calcular “a +b < е^ Donde: 
PG) «(a= Dx? -(b-a-2)«c-4 


Como P es idénticamente nulo se cumple que los coeficientes en todos sus 
términos son ceros, luego: 


team CALAPENSHKO: 


Porsermónko: a+2=15a=-1 
Ahora tenemos: — P)ext 62x42 
2 TidexenPG)=2 


Resolución: Ое acuerdo con la definición se plantea lo siguiente: 


Deu: n-1=#N = n-120 c» nz1 
DH nh 3 
DH пел 3-n20 c» n«3 


Como se reduce a monomio (un término), todos los términos deberán ser 


5$--1easbas | a-3 

z 

тъз=т] be2 
Ahora el monomio será: 


M(x) = 9x + x + 6x = 16x 
2. Coef de MO) = 16 


team CALAPENSHKO 
FONDO EDITORIAL ЖОРО: 


PROBLEMA 7 Si se cumple: 
Px=2)5 3x5 

Calcular “a + b” de modo que: 
Pte S) sax +b 


Resolución: Convenientemente teniendo en cuenta el criterio del valor numérico 
Enel polinomio: — P(x+8) 
Hagamos x = 1: MS)eaeb Ls) 
Enel polinomio: — P(x-2)»3x-5 
Hagamos x = 11 P9)» 3a1- 
P9) 28 E) 
3 b-28 
PROBLEMAS si Ta sys (a+ by? 


Tiye daa 


son términos semejantes. Calcular ab. 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría se cumple que: 


PROBLEMA 9 — Sabiendoque: 
Pa +х +1)* 
Об) = (x + x +10)° 


Calcular: E= [Ро 
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Resolución: De acuerdo con la teoría: 
їРЇ° = (75) = 35 
IQP = (4)(6) = 24 
Asimismo también tenemos: 
[r?]" = 21р1° = 70 


[9] tor +з = в 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría: 
Р(1) = X de coeficientes de P(x) Y yi 
Por condición tenemos: 
PO + 3)ex'-2 + S -x +1 


Para obtener lo pedido se plantea: 
x+3=1 


x=-2 
Finalmente tenemos: 


Ра) = Є2*-2(-2 «sc2*-C2*1 
Р(1)=16+16+20+2+1 
2 РО) = 55 


Resolución: е acuerdo con la teoría f (x; y) será una expresión algebraica siempre que: 


a-8=0 ^ b+1=0 


=s л b+1=0 
а=2 ^ b=-1 


(y eze e zy 


2 E de coeficientes = 4 


Resolución: En a expresión: 0) нх +2 


CAS 
90) =1+1-1=1 


99 Ahora el valor pedido será: 


E=P0) 


Enla expresión: — P)ex'-x42 
PD =1-1+2 


ZETA 


Resolución: En el polinomio dato hagamos un cambio de variable: Mia 


E 
LI 


Finalmente reemplazando “u” por (x = y) y*V por (х + 2y) tenemos: 
Py ESE 


Рау) 


a - 


de Р(х-у;х+2у) = 3х + 4y 


Resolución: Sería muy tedioso iniciar la resolución hallando P(2010), pero si recuerdas la 
siguiente propiedad: 


roo = Ê 


PPP.) = 


DEL 


[Si m es impar: PG) 


Resulta que: Е=Р(Р(Р(Рх)))); para x = 2010 
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ENEE A 


ALGEBRA А 


PROBLEMA 18 SiPesunpolinomio que verifica: 
SL KIEM NISSO) 27:152 
CalcslorP(-2) - 


Resolución: Fácilmente podemos apreciar que Р(х) es un polinomio de 1% grado, es decir su 
forma general es Р(х) s ax + b 


For propiedad se plantea: 
repam «she ($22) 
Por condición se tendrá: 
a+ s2 het 


=) 


Ahora de la identidad: 
293227 3-3 


Asimismo también se cumple: 


bü3)-52 + b=4 
Finalmente el polinomio será 
PO) Зк +4 
5 K2) = -2 


FROBLEMA 16 
P+) e + («+ 27^ - 1280 3) 
Donde "n" es impar, la suma de coeficientes y el término independiente en Р(х) 
suman 1, calcularelvalorde*n". jy ” 
Resolución: Recordar que si tenemos: 

PO) s Ag Ax e Age 

Se cumple: TIdexen PG) = P(O) 
X coeficientes de РО) = РП) 


En el problema: 
Sea: х 


AA AAA 


ш»; дар? ARI 


f f 


P(m) = (am 2+1)" + (т -1+ 2)" -128(2m 24+3) 
P(m) = (2m ~1)" + (m + D" —128(2m +1) 


P(x) = (2x 1)" + (x + 1 -128(2x + 1).........(D 


P(D+ P(O)=1 


FI) = 1+2" -384 = 2" -383 
P(0) = -1+ 1-128 = -128 


1=2%-511 
2°=512=27 


Por condición: 3m + 2n-2 =10 
am + 2n = 12 1...) 
AS САО) = 2m + n -2 ^ GRÛ) = m+ n + 2 
Por condición: Qm+n-2)-(m+n+2)=4 
2m+n-2-m-n-2=4 
m-4-4 
m-8 
Reemplazando en (1): 
3(8) + 2n =12 
2n--12 
n--6 
men=2 


Efectuando operaciones: A ы — 
3 л 

Fa) ^ 88736819) (mil 
Fn) e m? «6m 49-m-3«41 
Fm) em? +5m +7 

-A-2:0 ыч) 
F(3x -2) = (3x -2)* + (3x -2) +7 
Эх 22) = 9x -12x +4 & 15x 1047 


X RGx-2)49x + 3x +1 


Resolución: Una rápida inspección permite observar que el polinomio completo esta ordenado en 
forma decreciente, esto por sus últimos términos, razón por la cual se plantea. 
2a +b +с- (а + 3b + 20 =1 


a-2b-e=1 а) 


а +3Ь + 2с-(а + 4b + 8¢) =1 
-b-6e=1 


a+ 4b + 8e (2a + b + 4¢) =1 


=a + 3b +4 =1 <6) 


haa] 
Resolviendo: b = 5 лс =-1 
b-60=1 j 


сона 


Reemplazando en (1): a-2(5)- CD =1 
а-10+1=1 т) 
: a-10 
Observando que: — N'de Term. = Grado + 1 
= 
Nî de Term. = 2a +b + c+ 1 
N“ de Term. = 2(10) + 5-1 + 1 


N" de Term. = 25 


Resolución: Por ser polinomios idénticos sus grados son iguales, luego: 
m 
Hacemosx-0: — 1=а. (°. Ca)" 
Ara a 
En visa que a, be Z у delo anterior se cumple: 


sangay 


Pm) =S(m+3)-7 
Pm)esm48 (2) 


En (2) hacemos m = Fx) +2: 
PEGO +2]= S[FG0 + 2]+8 


Utilizando la 2° condición: 
10x-7=SFG) +18 
5E) 18910 -7 
SEG) « 10x.- 25 
Fo)e2x-5 


Finalmente hacemos х = -2: 
R2)- X-2)-5--4-5 


. 9 


Resolución: Е polinomio dado es: 
P(x) = cx" + bx" + са? + ах? + ax“ + bx® + abe 


(x) = (b+ Jx" + (a + ex (a + b)x* + abe 


Como P es completo, debe ser de tercer grado pues tiene 4 términos. 


Se pide calcular: РО) = (b+ e) «(a c) (a+ b) + abc 
PD = Aa +b + c) «abc 


Observar que se cumple: 
pr 

De donde tenemos: 
а+ь+е-6 y abe=ó 


Reemplazando (2) en (1 
P)=26)+6=12+6 


 PO)=18 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 
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Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
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[I 


T-a y FT -2 


Sean los grados: [HF =; 


Por propiedad: [BA] = 


3 


m. 
Por condición: ES -3e $eb-m-3 


De donde tenemos: 3235-6-9 . 
Por condición : EJ бе bro 
De donde tenemos: 0430-2420 „242 
Rexando(2de(): а+зЬ-бс-3Ь-3с+2а+9 


D За-9с-9 


Se pide calcular : 


Р(0) + 9P(1) =0 
ES 


Hagamos: 3 0=x=9 


K0)-a8-9*-* 
P(0)- 9-5. (0—4) 
Hagamos: 3-4k-1—x-4 


Sî “n” es par: 


Observar que (n 4) es un número par y divisor de 40, luego: 
(8-4 = 24; 8; 10; 20; 40 
En ningún caso existe “n” que verifique la condición del problema. 
ueri 


SÎ "n" es траг: 99401-4) -(4п—36)-5п=0 


Por condición + Sua abre qae 


ab bec arc. 


Restando 3: 


arb bre asc 


21м)? -2 


Resolución: Se sabe quesi P(x; y; z) esun polinomio homogéneo de grado "n", se cumple que: 
«qi 


рогдмогепетов: ^ P(;2j-1) 24 A n=3 
Sepidecalcular;  P(-4;-8;4),esdecir:k=—4 


Ahora en (1) tenemos: 
PC-4:-8;4) = C4). P(1;2;-1) 
PC-A;-8:4) = CY n 40 


P(-4;-8:4) =-256 


PO) = ex + (ас+Ъ+адх + ab + 4 
об) =x + (b+3)x 


Sumando: PO) + QW) = (+1 + (ac+2b+a+3)x + ab + 4 


A a 
as 
Р(х) + QO) es de grado сего. 


se cumple: 


с+1=0 ^  ac+2b+a+3=0 
э -а+ +а+3=0 


ES 
Py) = (2mn п - 9)? + (2+ Sm - 4n)xy. 


Dato: & : 
(OP) «O 
Se cumple: 2+sm-4n=0 > m-t? а 
Asímismo: 
2mn-n-9-0 
a 112)n-n-9-0 


Жап-2п-5а-45=0 


в/к) Bac (1) 


Hagamos: 
xe2dk =m 
[M 
A 
De (1): n 
rada) Gea i 
Haciendo el cambio; Û 
Kma (б/т +1 +1... 
Se pide: 
р(х-2/х) а 
Hagamos: 
$ 
mer 
Ym*l-4x-1 
Haciendo el cambio en (2): 
` rada 
Finalmente: 


OS 
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PROBLEMA 30 Siel polinomio ordenado decrecientemente y completo 


MG) ertt РАЗ 


رو 
Posee 2m términos. Найаг”р^.‏ 
Resolución: Se cumple:‏ 
p+3-(m+2=1 ^‏ ^ 1 
2a-p=3 p-m=0‏ 
2n-p=3 pem ntem‏ 
D D] Ш‏ 
Con QD y (D:‏ 
2а-т=3 Т^‏ 
De "tir y "iV"‏ 
2n-n-123‏ 
20-m=3]‏ 
n=4‏ 
Finalmente:‏ 
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1. Reconocer a la expresión que representa а 


un polinomio: 
A rex eae it 
в) POipextexy- Se 
O Peltre 


D) P)e4 
E) más de una es correcta 


2 osi 
PK 0) =x +3к+1 
Calcular: Р(2) 
B) 109 9103 
D)6 523 


3. Dadalaexpreslén “f”, tal que: 


(e 


[LLL 

2 
An 97 O10 
D)9 Es 


4 ¿Qué ocurre con el valor de E siendo: 
FQ =x? + x-10 

cuando x varía de x, =- 2 hasta x, =1? 
A) Disminuye en 12 
B) Disminuye en 18 
C) Aumenta en 18 
D) Aumenta en 3 
E) Aumenta en 12 


3. Calcular “m + n” sabiendo que el polinomio: 
рх; y) e хт") yy y 
es homogéneo 
A) 10 ms ош 
0)16 юв 


a 


7. 


Si el polinomio: 
рх; у) = 2x" - Gy! - (хуу. 
es homogéneo. Calcular: 


P(3b; a) 

ма во o1 
D)-2 DE 
¿Cuántos polinomios de la forma: 


Px у) = x" + (n+ xy" y7" 
existen? 


Ni »2 
D)4 


оз 
E) infinitos. 


La suma de los coeficientes del polinomio: 


PG) = x! «ax! + bx + 20-а) 


es -36, además su término independiente 
65-30. Calcule: a +b 


Aus 97 
D)-7 


O4 
8-15 


Calcular “n” sila suma de coeficientes es 
el cuádruple del término independiente 
de x en el siguiente polinomio: 


р(х) = (n + nx + (3x - 1^ -15х° +15 


A1 8)2 оз 
0)4 B6 


Determine el término independiente de x 
en el siguiente polinomio mónico lineal: 
Р(х) = (a — 5S) + (b 2)x + ab 


A12 
D) 15 


B)13 ом 


518 


AAA 


team CALAPENSHKO. 


Ho Determinar el coeficiente de la expresión: 
mos y= (3) -omea 
cuyo grado absoluto es 10 y el grado 
relativo a x es 7. 


92 
D)4 


o30 
DEI 


12. Enel polinomio: 
pur re 
se cumple: GA 11 ; GRO) = 3 


Calcular el valor de: 
2m n 
m5 вую oas 
D) 25 51 
13 si: xy 


FO) = a 


Entonces para determinar el grado 
absoluto de F tenemos los siguientes 
datos; 

L m=12 [1 


А) Cada dato por separado es suficiente 
B) Les suficiente 

C) 1y ll son necesarios en conjunto. 
D) No es necesario los datos 

E) Hes suficiente 


n=9 


14. Si el equivalente de la expresión: 


Poma fx" dm a 
es un monomio de grado ocho, determine 
el valor de “m”. 


А2 B6 oe 
D) 12 916 
45 Si 


3х+6= A(X-1) G3) +Вх(х+3)+Сх(х-1) 
Hallar:A + B + C 


A2 
D 


52 94 


D4 


т. 


fü 


3 3 
a$ 9-1 oi 
1 

D-4 50 
COLUMNA (A) 

El grado de R donde: 

PG) а (х7 Day «1* 

COLUMNA (B) 

El grado de E donde: 


Жк) = (о? -x D Spe -1* 


A) Aes mayor que B 
B) Aes menor que B 
©) Aes igual que B 
D) iNo utilizar esta opción! 
E) No se puede determinar. 


Si el grado del polinomio: 
PG) = (25x? + 7)"(100x? - (2:6 -1) 


es 49, Calcular: 
К 

A2 B) JI0 Q10 
Da DE 

A parür de: 

A e Ap E P 

Ay +A 

Calcular: 


АЖА + Ау +. FA 


9 [E 


D-9 
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20. Seaelpolinomio: 
P+D = +1 
Además se define: 
Р(х-1)+Р(х+1);х>1 
ORA ET 
Hallar: Q(0) + QC) 
A9 97 as 
0)6 04 
21. Calcular: 


1 
[РЕ PAPA) + PTO] 
Sabiendo que: 


в) 1 
x 


лао В) 45 [E 
D) 55 E) 100 
22 si 


(а* +3б)х ea! +a «6+ 13x; Vx e R 
los valores de “a” son: 


A -2y3 B)2y-3 
Qays 
D)2-23y-3  E-2y-3 


23. Calcular: 
[RP - QCA] 

2 
Si: a =т= 

14x. 

q o 

2 воз ©з 
D) 0,8 E) 0,6 


м. Si el monomio: 


MERERI 
es de sexto grado. ¿Cuál es el grado del 
polinomio: 


(ce! «19 3 0^? 


А20 в)зо сво 
D) 90 E) 120 


Р(х) sax + bx + e 
PO) = P(3) =0 
P2) =2 

Hallar; a, b, c, respectivamente. 


А1, 4,3 в)-1,4,3: 
O-2,8,-6 
D)-7, 8, 6 E1,2,3 


Dado el polinomio lineal P(x), que presenta 
resultados mostrados en el cuadro: 


Calcule: P(5) + P(0) 


A18 в)16 o12 
D)14 Bs 
si: FO) s eta 


FO =1 


2P «x-4 +(х-6)Ў +... 


Sêrminos 
Calcular: 

Waon 
А99 в) 101 ©97 
D) 103 Eo 


шшщщ LETS c e 


team. 


EN 


El 


a 


si: PAx+D+3x =7 + F(x+3) 
щңҢ5х+1)-13 ax? —Р(2х +11) 


Calcular: v3) 
PE B2 Q6 
0)7 D9 


Marcar verdadero (V) o falso (F): 

(7 Todo polinomio completo es ordenado. 

(С) El polinomio homogéneo carece de 
término independiente, 

( Todo polinomio tiene grado definido. 


A) WWW B) VVE суруу 
D) FVF E) FFF 
Si el polinomio: 


P(x) = (4a + 252779 + (ax + 
„(да — 292979 4...4 
es completo y ordenado ¿cuáles su grado? 
N30 032 
D) 33 529 


вузі 


Si el polinomio РОО es: 

(т?» m -19)-(m^-7m« Dx + 3mm +3 
se reduce а uno de primer grado, calcular: 
POS) 


140 юзо сво 

0)25 E) 100 

" Узх+1 
(A 


Calcular: 
P(2)P(4)P(5)...P(98)PC100) 
PG)PS)PC)..P(7)P(99) 


A) 2,01 в) 2,02 С 2,03 
o) 45 52 
S {шушо 
к= 

F(4) + Е(5) + F(7) + FAUD + 
bn m oz 
D)4 Ee 


з. 


Ar ш 
Sabiendo que: 

рх) = (a? + b? ах? + (b* «c? - boy! + 
eh +a ac 


es idénticamente nulo. 
Calcular: 
Go (beo, (аже? 
ab be 
^16 в)12 o9 
D3 D 


Calcular el valor de m” — п" del polinomio 


NISx-9 B)8x-129 
C)18x-129 
D)18x-29 Е)-19х +129 
Una expresión verifica: 
(+ fn) = —у® 

Hallar: 

Ros (1) + f(2) + f(3) + f(4) ...£(100) 

101 200 99 
awm P% i 

100 

Ds E 
Scael polinomio: 


P(2x) = арх + 2a X + Payo... Daga 
Hallar la suma de coeficientes de Р(х), si su 


término independiente es: a, -2 y además: 
agta 32525 2, 78.5 ag #0 

A3 Bs о? 

0)2 Bi 


gà с ————— 


4. ¿Cuál será el grado del polinomio: 
A 


Р(х; y; 2) e x4 ym yz 


да B2 ов 
DD Es 
41. Calcular: "ab" si 
Foi ex)nx 
FO) radi rix - 1 
a2 вз o4 
D)5 юв 


42, Si:f(x?-2x+1)=x?-3, entonces f(x-2) es: 


A) x +2х-1 вух? + ZZ 
C) х+2/х-2-4 
D) (x= ¥2) «1 E)x-2/x-244 


4. SPDs aR} y Pe ex) х 


Obtener: ab. 
A5 DE os 
D6 E)2 
44. Sean: PyQ dos polinomios primitivos; tales 
que: 
PO) max +3; QO) =2x +b 
Siendo: a; b e Z*. a, bimpares. 


Además: Р(ООд)-О(РОО) = 3 
Indicar: P()-Q) 


А)5х +1 
рузх+4 


B)Sx+2 — Oaxe3 


E3x«5 


45. Del polinomio homogéneo P(x; y) de 
segundo grado, se sabe que: 


Р(х;х) ех? 
Рос x) =2 
Ру) =P) 
Calcular: P(2:4) 
A10 5n o: 


D)13 Bis 


4& Si FG) es un polinomio tal que: 
P) = x FG) + xF(x*), calcular “а” de modo 


que: Р(х) = 8x* + (a 2)? + ax 


A7 55 os 
D)9 En 


Sea “Г una función definida en el conjunto 
де los números reales tal que verifica las 
siguientes propiedades: 

f(x + у) = fo) + у); (0) =2 


Calcular: (1+2+...+10) 
A)220 в)20 040 
D)55 ERO 


48. Sea: Рх) жду + a,x +. + a,x" un polino- 
mio de grado "n", Definimos un operador. 
sobre los polinomios, mediante: 

D ap + aX +... жаш 
y +2ах Say +4, na 
Determinar el polinomio Р(х); tal que: 
DIPO)] =3 + 2 
Dar la suma de sus coeficientes como 
respuesta. 


Massi Bat? Owl 
Dai Dai 


49. Sabiendoque:P(x- 1) ex! + xx + x 
Calcular: Р(х?) 


м1 8-1 o2 
D)-2 Eo 


50 SF es una relación funcional que verifica: 
L FG9>0 n у) FG) 
Calcul: 


F(2011) 


A1 DE 


D) 22 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
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+ Efectuar multiplicaciones algebraicas: | 
«^ Reconocer y desarrollar cuadrados y cubos de binomios y trinomios. 
^ Identificar alas principales equivalencias algebraicas, 


(ax + by)? + (ay - bx)? 


LAGRANGE 


JOSEPH LOUIS DE LAGRANGE, precedía de una ilustre familia parislense, 
que tenía profundo arraigo en Cerdeña, y algún rastro de noble linaje italiano. 


16 sus 
primeros aos en Turín, su activa madurez en Berlín, y sus últimos años en París, donde logró 
su mayor fama. Una especulación insensata llevada a cabo por su padre, abandonó a 
Lagrange a sus propios recursos, a una edad temprana, pero este cambió de fortuna по 


resultó ser una gran calamidad, "pues de otro modo — dijo él — tal vez nunca hubiera 


descubierto mi vocación”. En la escuela, sus intereses infantiles eran Homero y Virgilio, y 


cuando una memoria de Halley le cayó en las manos, se alumbró la chispa matemática 
Como Newton, pero a una edad aún más temprana, llegó al corazón de la materia del 
espacio de tiempo increíblemente corto. a los dieciséis años de edad, fue nombrado profesor 
de matemáticas en la Escuela Real de Artillería de Turín, donde el tímido muchacho, que no 
poseía recursos de oratoria y era de muy pocas palabras, mantenía la atención de 
hombres bastante mayores que él. Su encantadora personalidad аптаба su amistad y 
entusiasmo. Pronto condujo un joven grupo de científicos, que fueron los primeros 
miembros de la Academia de Turín. Lagrange se transfiguraba cuando tenía una pluma en 
sus manos; y, desde un principio, sus escritos fueron la elegancia misma. Transcribía a las 
matemáticas todos los pequeños temas sobre investigaciones fisicas que le traían sus 
amigos, de la misma manera que Schubert pondría música a cualquier ritmo perdido que 
arrebatarasu fantasía. 


LLL—E-—— —— 


Dados dos expresiones algebraicas AG) y BOO, la multiplicación es la operación que hace 
corresponder a dicho par de expresiones una nueva expresión Р(х) llamado producto. 


La multiplicación de A(x) por B(x) se ejecuta según la ley distributiva de la multiplicación 
respecto a la adición veamos algunos ejemplos. 
RG as 2.3 
<A 


= 10 +6 


EISE 
ми 


m6 -10x«9x- 156 6x -x-18 


+ QGx*«2)0x-5) «3x! Qx - S) 22x -5) 
26x -15х2 +4х-10 


* @х®+1у(зх®-2) a -2) 13x -2) 
ЕЕЕ 


twitter.com/calapenshko 


3) La multiplicación de А(х) por В) es equivalente a la expresión producto Р(х). 


2) Е! grado de P(x) se obtiene al sumar los grados de A(x) y BO) 
+ Agra > AF = 2 

+ Во) абхаз. э[вр=1 

+ AG).BG) = PG) — [AI + [BF [РГ 


2+1 = (PI 
2 PF =3 


= QS ба раб - - 


team CALAPENSHKO 
CUT A-7774 


Se denomina así a los resultados de ciertas multiplicaciones que se obtienen en forma directa, 
sin necesidad de efectuar operación alguna. A los productos notables también se les da el nombre de 
equivalencias algebraicas. 


т. BINOMIO AL CUADRADO 


OTE ANS 


= (x43 +49 = (x-5) =? -10x +25 


a 


П. EQUIVALENCIA DE LEGENDRE 


» EEE 


о WAHO- =2 +7) =2 +49) + (+3)? - (3 e A3) 12x 


Ш. DIFERENCIA DE CUADRADOS 


team CALAPENSHKO — 
Еос 


TRINOMIO AL CUADRADO 


(abc =a? +b? «c! + 2аЬ + Zac + 2be 


+ Gay 3f = (XY + (2y + +20х)(2у) + 20)(3) + Gy) (9) 


э (e 2y 43) =x ey! + 9+ Axy +6x+12y 
+ Qx-ys S = (20)? « Cy) «GP + 22х)(-у) + X23) (8) + Ж-у)(5) 


э Qx-y +5) = Ax! ey! «25- Axy «20x -10y 


V. BINOMIO AL CUBO 


D [(*5? a4 зареза 2 


+ 8) =x" ea) (9) + 369 + (5)° 


bb 


ay aa 


=> (x45)? ex! ase +75х +125 7-2! «х? –бх? +12х-8 


VI. EQUIVALENCIA DE CAUCHY 


1) [arica cb] 


+ (2) = Q0! + (2 «300026: 2) 


(x10) = (x) - a0) - 36909) - 19) 


c2! = x +8+6хх+2) = (x10) = х? -1000-30х(х - 10) 


VIL. SUMA Y DIFERENCIA DE CUBOS 


2 


D [ee -abt bô) =a? 


-bat +ab + b?) а? =b" 


+ GDA 


+ G2) -2x 4 


* G-SG seas ex * ARI 
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VIII. TRINOMIO AL CUBO 


E bae bsc) 


+ +2у+5)° = GO «y? + (5° «3c 2у)(х + 5)(2у +5) 


=> (x+2y +5) =x? + 8y? +125 + Эх + 2уу(х + 5)(2у +5) 


Otras equivalencias: 


+ (abo) ca! +b" +e" + 3ab(a + b) + 3acla + c) + bob + c) + Gabe 


e (анъ? а? +b" +e +з(а s b+ ар + ac + bo) -3abc 


+ (aebec? = a+ b+ ca +b? c7) - 2 «b^ +E)? бае 
IX. EQUIVALENCIA DE STEVEN 


D [Gays bye x + (a+ bx + ab. 


2 |a Gc Gcr eoa (a4 be o (abs 


(+E ex «7x 10 
* 6-374) x 7x12 
+ (к+8х-5)=х*+3х-40 
+ ++ 263) =? «6x «1x6 


+ Ge mG 3-4) ex! ex! - 14x -24 


En particular: 


ө? +х+1х®-х+1)=х* +x +1 


ST сс сше 


team CALAPENSHKO 
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XI. EQUIVALENCIA DE LAGRANGE 


D | a+b) + у?) - (ax + by + (ay bx 


2) | (а2 +62 «c +у2 #22) = (ах t by + ez) (ay = bi) + (az-a + (bz = cy) 


XII. EQUIVALENCIA DE GAUSS 


(ae beca +b? ec cab-ac-bo) = а? «b ec! =заһс ] 


XIII. EQUIVALENCIA ADICIONAL 


(a & b+ c)b + ac + bc) = (а + b) (a + c) (b + c) «abc 


XIV. EQUIVALENCIA CONDICIONAL 


Silos múmeros a, b ^ c verifican: a + b + с = 0 


Se cumple: 

DEEP] a [at estate 

2) |р + ac + be)? = (ab)? + (a0? + (bo. 5) nm 
зу [she ee = abe в) [af bf e cf = Sabe? tab ace be)? 


Siendo a, b y c números reales tenemos: 


D Sta eb ec =ab+ac+be Sa 


в)(х-з)° -x-6x-9 
C) (2x-5) = 4х° 25-20x 
D)(c2).(-3) 7 x*-6 


E) (x-5). (x-2) =х°-7х +10 


2. Escribe el desarrollo de cada expresión Ê 5Ё*+Х = 3- Calcular: 


quea continuación se muestra: 


Ax ex 
AG = DE 
B) (+ 2y +1) = Ox? 
om- = рух нх? 
0) (2x + y +3)" = Ex? 


E) (2x-3y-5) = 
7. Calcular lo pedido en cada caso: 


3. Ejecuta las operaciones indicadas, 
mostrandoel equivalente en cada caso. Maras a 


NED? x-0? E 
в) (5x + 2)7-(5х-2)* o 


acbelü^abeS ¿a+b? 
а+Ь=7 лаһ=2 tm 
OG*D'«x-* D)ska-beS ^ abel dab? 


рк ED E)sia! b 24 ^ а+Ь=8 ta-b? 
E х+5).(+4)-(х + Өх +3) 


8. Reducirencadacaso: 
4. Coloca el signo de relación (> 
correspondiente en cada recuadro. 


AG 1-6 2^ e Gee 3 
A [e B) (+7) (x+5)-(x +6) | 
A еви 

o бв 4265-4) ] G7«2:65-2) 


a 
9440630 O ar perso scu 
2 («942-3 De ae 2(7 + EVE 3X8 YAXE 1) 


с)(х+5)7-(х-5)°-х | 


Resolución: Por condición tenemos: — x-x!-5 


Por la equivalencia de Cauchy: 
A 
A) A) 125. 
A 
P-x3-15-125 


*ox-x?-£140 


Resolución: P wie e НӘ 
| MG e) (a? + b?) 


e т a+b =2 = (a+b? =) 
. / a" +b" ab) =4 

ates + As 
a +6 =4 


twitter.com/calapenshko .г.ь--: 


Hallemos а? +b": a + b =2 = (a+b)? = (2) 
a" +b? + Xab)(a+b) =8 
a +b" +332 =8 
a+b" +18=8 

аз --10 


Finalmente: M = C10) + C2) 
2 M=-12 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 3 
хух+у)-1 ИС 
Calcular: (x + у)? 
Resolución: — Teniendo en cuenta la equivalencia de Cauchy 
Gee уу ex! +у? +20) + y) 
(ey? =5+30) 
(x+y) =5+3 
[E 
х+у=2 
Gey? =4 


PROBLEMA 4 Si 


Calcular: E 

ary 
Resolución: Por condición tenemos: "у. 5 
ху xey 


Efectuando operaciones. 


Por binomio al cuadrado 


Finalmente se pide: 


PROBLEMAS — Calcular: 


si: 


team CALAPENSHKO 
ABRO IIR METIDA 
Resolución: Teniendo en cuenta al trinomio al cuadrado: 
(abeo? ca! +b? +® + Xab + ac + bo) 
(SP =7 + Zab + ab + be) 
25-7 =2(ab + ac + be) 
18-2(ab + ac + be) 


ab+ac+be=9 


Resolución: Hagamos que x + a = m, luego la expresión dada será: 


Resolución: Ое acuerdo con la implicancia notable, se cumple: a = b = c 
Ahora en la expresión K se tendrá: 


нала 


Resolución: La expresión dada es: 
E-(x-3y – 4у(2у-х) +8 
Eo 9р + gy +8 


E= + -2xy + 
Finalmente tenemos: 


ay +8 


Ет ("+8 = 64+8 
-E=72 


Кеа? + b+ 2ab + 2a + 2b +1 

Кеба +? + 2(a+b)+1 
Por binomio al cuadrado: 

K=[(a+b)+1F = (a+ b+ 1) 
Reemplazando los datos: 

Ке (4+0 = (5) 


s K=25 


a^ebiec + 21 = 2a + 4b + 8c 
23-224 b - 4b + 2-8с+21=0 
Observa que 21 = 1 + 4 + 16, luego agrupando y completando cuadrados 
tenemos: (a! - 2a + 1) + (b*- 4b + 4) + (0-80 + 16) = 0 
(а=) + 6-2? + (e-4)* =0 
De aquí se cumple que: 
(4-1 a 2= 0a (c-4* =0 
a-1-0 ^  b-220 ^ c-4=0 
asia be25  c=4 
abe =8 


Resolución: En la expresión dada: 
x Ea (a «b? + (a= b (а? (a= b? 


Por la equivalencia de Legendre: 
E= (2a? + bP -[4(ab) 
E= 4a? +2) - 16(ab)* 
E=4(a* +Ъ* + 22b?) - 163b? 
E= 4a* + 4b* + 8a?b? 1680? 
E - 4a + 4b* — 8a?b? = 4а? + b* — 29202) 
End 
Reemplazando datos: 
Е= 4(999-997)° = 4(2) = 4(4) "AR 


= E=16 


AAA A 


Resolución: Por la equivalencia de Legendre: 7 
(a? + b?) . (т? + n) = (am + bn)? + (an - bm)? 
Por propiedad tenemos: 


(a? + b) . (m? + n?) = (am + bn)? + (bm -an* 
Reemplazando datos: 


| Elevando al cuadrado: 


eu d) 


Elevando al cuadrado: —— 
atx? 2) 36 


Finalmente tenemos: 
85200-36 e» E+2=36 


-34 


Resolución: — Enlal" expresión: 
А (ку)? + ху + ر‎ y) 


Diferencia de cubos. 


А02 уо y) 
a 


ATA AA 


У Уну УУ, = caca А 
En la 2% expresión: 


В = (х + у)(х° — ya xy y^) 
Suma de cubos 


ве? + у?уо® - эу? + у 
в= (о? +? =? ну? 


Finalmente tenemos: 


AeBex! y ext ey? 


2 А+В= 2? 


Resolución: Sea "k" el valor solicitado: 
Condición: FAYE + x 2уг = Byz 
Se pide: Мл Jayi ek 
Multiplicando miembro a miembro se puede apreciar una diferencia de 
cuadrados: 
(eme (an) = rk 
x + 2уг -х + 2yz = Byz. Kk 
Ayz=8y2.k 
4=8k 


m 


Mili LOL rre а 


Resolución: Una rapida inspección permite apreciar que: a + b+ c = 0, luego por 
equivalencia condicional еп “К” se tendrá: 


ET]‏ یت 
ab + ас be)‏ 


к Xabo[-3ab + ac + ьо] 


асар «ac + bc) 


KID 


Resolución: — La expresión N se puede expresar así: 
x= [a+] [а-я] 
Por diferencia de cuadrados se tendrá: 


N= [(a+b)* «(a - b] [a «b - (a -*] 
Por la equivalencia de Legendre tenemos: 

N= [ааз + b2]. tsi 

меа? + b^) (ab) 
Reemplazando datos tenemos: 

N s (810 +1)(2100 - 910 +1) 

N= 8(0 +1)(Y10* 910 +1) 


suma de cubos 


x-s[(56) +а?]-впо+л1=вп 


2 N=88 


(ERE ERE 


9-2 ().xere 2-38 
Multiplicando a ambos miembros por cinco obtenemos: 
5х? = 10—3х e» 5х? + 3x «10 
Finalmente sumando uno a cada miembro tenemos: 
V) arao 
se race 


Resolución: Ое acuerdo con la equivalencia de Gauss tenemos: 
a +60 «c -dabe- (a+ b+ Oa! + ЪЁ «c? - ab -ac- bo) 
3 - 3abe= (a +b + с)(2 -ab-ac-bc) 
за -ab= (a + b + OQ? -ab-ac-bo) 
Finalmente en la expresión F se tendrá: 


Resolución: 


-Por condición tenemos: х2 +? +® +14 = X(x + 2y +30) 


#-5=з 
+58-2/1-ъ 
wa-4-ec 


lr 
ab+bc+ac 


Observar que: — a+b+c=0 


Luego. M 


Entonces por equivalencia condicional: 
a? + b? + —Aab + be + ac) 


E " _ “Xab bc ac) 
n Mr усу 


Mmaa e 


ў O дунба 
| Reacomodando tenemos : х®-2х+у®%-4у+:2-ба+14=0 
Observa que 14 =1+ 4+9: x!-2x«1« y! - 4y + 4 +2" - 6249-0 
Por binomio al cuadrado: ay a 370 
De donde se cumple: x-1=0 ^ y-2=0 ^ z-3-0 


žela  Y-e2 1-3 


ip 77 0 


Resolución: Teniendo en cuenta la equivalencia de Legendre: 
(x+y) + (xy = 2022) 
(х+у = 268 yy 
E 


(xy? =16-(х-уЎ asse ~ (D 
Una rápida inspección permite observar que si (x + у) es máximo, (x+y)? 
también es máximo, luego en (1) si (x+y) es máximo, (x-y)? deberá ser 
mínimo, es decir cero. 
(+ Y 7167 G7 Y 
Qc Y 016-0 


[2 =16 


2 Ya =4 


Resolución: —— Portrinomioal cuadrado: 
@+ь+д° 


+b +e + 2(ab sac be) 


"Teniendo en cuenta al 1er dato: 
(abo =2+ 2(ab kac be) 
(a+b +o 20 +ab+ac+bo 


G+b+O0"=64 
a+b+e=4 


к= еә асы а? + 4ab +2 Aab 
a+b) «2a -b E 


Aplicando Lagendre y simplificando: 2 


y - Baba? +) 
в(да? FP) 
Finalmente: 2 K=ab 


Resolución:  Efectuando: — 
M = nx? -2x(a, tagtag ++ a, )+ af наї. жай 


Del dato: 

attt eet e 
Luego 

Mone 2x (E) епа me +n 
Finalmente: 


1,1,11 «o ab+actbe=abe 
abe 


elevando al cuadrado: 
(b «ae bo = (abo? 
ap? + bE +a? Zabela + b+ c) = (abe? 
step retê (ab 2 b+ 
ara = abelabe—2a + b+ c)] 


-Җа+ь+е)} 
abe > Ma +b +e) 


Resolución: De la condición tenémos: 
Оу? + (ха? aya + y +) 
Reacomodando el segundo miembro: 
OVP + (xz)? + (ya? = (худа) + (ху) (ув) + (oy) 
Por implicancia se cumple: 
xy =x = yz 
De donde resulta evîdente que: 
x=y=2 
Finalmente: 
daa m? admi cue 
um — “ы 


ES 
33) 38 


=6 


Resolución: La condición dada es: 
aj-asbi-bect-esdi-d«1-0 


Reescribiendo al uno = 1: 


sica sb bed тен аздод 


sj el. (е- > o 
P (a-3j о 


Finalmente tenemos: 
1 


CASES MET 
a eb +? +07 -i 8 


nae. ul 
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EFONDO EDITORIAL ЖОРО: AMI 
PROBLEMA 30 Seana, byc tres números reales distintos entre ч. Simplificar: 
SAS 
AE 


Resolución: Introduciendo el signo negativo en cada término central, tanto en el numerador 


como en el denominador tenemos: 


Leyes de exponentes en el numerador: 


y - [a - 9T [stb - o] + [Xe - af 


(a - b) - (b - c «(ca 


_ (ac- be) + (ab = ac)? + (be 
(a-b) «(b - o + (ea) 


b)? 


к 


Una rápida inspección permite apreciar que las bases, tanto en el numerador 
como en е1 denominador, de cada potencia suman cero. Ahora podemos utilizar 


la siguiente equivalencia: 


A+B+C=0 > АЗ В? +C = 3ABC 


En nuestra expresión: 


3(ac = bc)(ab — ac) (bc — ab) 
а-а) 


3(a -bA (aYb - eye — а)(Ъ) 
а-а) 


bib- Ye -a) 
(a- bXb - cc - a) 


jabe 
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D 


2 


a 


9-16 с)-12 


E)-10 


Efectuar: 
Lay ay (ху)? ]-2у? 


ay my oz? 
De x+y 
Simplificar: 
a+ 
TE 
Aa Ba-b Ob 
Dja +b E) ab 
Simplificar: 
[а+ъ?-®-а*]" [о-на] 
ыу 
EH вв 92 
D)-2 54 
Calcular: 
arc 
A93 D ©з 
D9 EN 


А 


Si: a+b=2 ^ ab=4 


Hallarel valor de: 
a+b 
EET 
E 92 93 
оиз By2 
si: (ey ez) mx ey) 
Calcular: 


EE 
D)-2 

хї-х=57 
Dar el equivalente 


R= (х-3)(х + 206-8) 2) 


А) 677 B)345 С) 243 
D) 49 E51 
Calcular: 


ID 


para: x= ¥3 


As m4 916 
0)2 5242 
A AAA 
х+а aen ^х+2а+п 
Calcular: 
хахаа 
Gar 

1 1 

1 2 5 
DH »i 9 
»2 DH 
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1 


1 


ч 


16, 


SiabceR-(0) y a+b+e= 


Determine el valor de: 
GP -ab b?) 
Б Gabe 

1 1 1 

a »i oi 
1 
»i 51 
Reducir 
R-(asbeesd? + (a+ b+ 
- (a+b +e+d)(2a +26420) 
Ad вуда? 4b 
ne Юа? 
Siendo: 
Entoncescualeselvalordez 
1 
(sy 
Vah 
эз DÈ iib 
D) ab юз 
nei 
N2 mı ол 
»-2 юз 
3 x= 2+5 +\з-5 
Hallarel valor de: 
м2 +3х+4 

юз ms оз 
D1 Er 


TL Reducir: 
«= 
(x-yXz-x 0-2) 


EE m2 os 
D1 E6 


msi 6n?+ 7n- 
Obtener el equivalente de: 
M- Gn? Dne +1)(п 1) 


№2у6 B) 3V3 C)2/3 
D)32 D 


19. Sea: х= ўз+ /2+{з-у2 


Hallar el valor де: 
x 387% 


№ DEI 92 
D)6 к)з$7 


Dm ав 
D -DOr (а+1)0(а-1)” 
Calcular: 


b? а? 02 
1-30 i-a + 28) 
ni »2 9 


Simplificar: 
Adaro) 
ба? «b? + c3) - 15abc. 


Aa mareo — coat 
D) 9abc Eo 
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2» Si se verifica: 
a+b" + =да+ыЫ®+©@+© 
n 
Calcular el valor de: 
1+ Sabe 
abr bes ac Aum юю саз 
En вз ©з no me 
Da DS 
2 sk x-1 ed 
M Sif m eden Go e 
qué valor de “A verifica: EY 
x Ax -1=0 
№7 m9 os л ny os 
97 эв 97 
D)10 gn 
»2 DZ 
E 99 
3. Sha e marb 
UPON 3) Si эд+у9=20 ;ay-s 
Trab ° (a+b) pL 
M = б+у?-1х +y) +15 
м1 вуз ©з 
04 5s N40 535 ож 


0)30 915 


G^ + 06271 D(x +1) 20. 


Calcular: 
rl yaya 
7 
mz 
2 ? 36 ae юз вз o2 
Da ум 0)4 E 
32 Caleular el producto abe, sabiendo que: 
m atbte=15 
аж” +1=эз 
++ =з 
A70 B)80 
А)-2 B)O o2 C) Nose puede determinar 
D)-3 E3 D)60 E)75 


Ж 
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H- X- 8686 -D6: 2) 196 
Hallar: 
R= IFT 
aan H Ox 
2+1 
DE E)2x-1 


Sean: (a, b, c) una tema de nümeros 
enteros tales que: 
a+b+e=24 
Geb ec 210 
abe = 440 
el menor námerode esta terna es: 


в)2 


©з 
55 


17 
(ab +2 вена) (eea ta?) = aE 


Evaluar: 
E Aab(3a? +) (а? 3b?) 


EG BA 
2 p 2 


a 


A2 
DES 


DE ©-з: 


Es 
Sabiendo que: 
FOO) ma ++ 


Calcular: abc, además: 
Fn) =n ; ne (123) 


Aa prt os 

De БЕШ 

ES ab(a+b)=1 
LET 

Hallar: а?а? +07) 

m3 B25 os 

Da E45 

si x+2x =2 

Hallar: 


х? еда («+ x + 1) 


ET Ox 
Dx ют 
Computarelvalorde: 
ENTM зао? 
m 
[TT 
TRTI 
регі 
с=45 
ла ул 
D)193 5234 
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вд 00000 сс сп MEZZO 


4 


Dela condición: 
att 
Donde: ae R? ; beR ^ сев? 


1 1 1 
Toros ена) tac 6 


Donde: (a, b,e} e R: 


mima yr 
СЕО) 
mi mm» 
si 
eee) en 
y dmbe=1. 


Calcule: ЎР, siendo: 


(ab «(bes (ас) (aby sat 
25 E 


wie ме 


45 


si 
dxcys8-2-[8y-3x-9/ (s y) cR 


Calcular el valor numérico de: 24% 


x+3 
A1 DEI o2 
0)4 DH 
Si se cumple: а? +b" «c? = Sabe 
at 
Hallar el máximo valor de: E; prop 
A 10 »2 ов 
D)1 E) ~2 


Six! «y! a1 tal que (xi) c R. 
Halle el máximo valor de: 3x + 4y 


A 10 
Ds 


вз [25 


B7 


Si: (x,y2) с R determinar el máximo 
valor de: x + 2y + 3z; de modo que se 


verifique: 7G? + y! +1) = 9-72 


N4 в)? CHA 
»2 Dl 


юз уа 92 
D)-2 E) 2/2 
Si: 25x1 Calcular: 
(3 - 140g 
ha 
юз 92 oi 
2 
1 
эз 1 
Л mi 
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PAOLO RUFFINI 


PAOLO RUFFINI (1 765 — 1 822), físico y matemático italiano, Nació en 
Valentano, entonces perteneciente a los Estados Pontificios, estudió en la Universidad 
de Módena, donde fue profesor de matemáticas y, en 1 814, rector. Ruffini fue el primero. 
que realizó un intento, con éxito parcial (probablemente en 1 803 o 1 805), de demostrar 
la imposibilidad de resolver mediante procesos elementales de álgebra las 
ecuaciones generales de un grado superior а cuatro. Esta formulación, denominada 
teorema Abel — Ruffini, fue demostrada definitivamente por el matemático noruego 
Niels Henrik Abel. Ruffini murióen 1 822 en Módena. 


Regla de Ruffini: División de polinomios con el divisor del tipo "x — a". El caso 
más importante de la división de polinomios es el que tiene por divisor un binomio del tipo 
x-a, siendo "a" un número entero; por ejemplo (x= 1), (x+ 2), ete. 


La regla de Ruffini se utiliza fundamentalmente cuando el polinomio dividendo 
tiene como única letra (variable) la x y el ya citado divisor (xa). Utiliza los coeficientes del 
dividendo y el valor de “a”, obteniéndose los coeficientes del polinomio cociente y el valor 
del resto (obsérvese que el resto siempre sera un número). 


Enel año 1799 público el libro Teoría general de las ecuaciones, en el cual aparece 
la regla que lleva su nombre. Con posterioridad se han encontrado documentos antiguos de 
matemáticoschinos y drabes donde aparecen aplicaciones dela regla atribuida a Ruffini. 
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Dados dos polinomios: 
DOD y dG) tal que 107" > [d]* 


La división denotada por: 
DG) 
род +60 6 TO 


Esla operación matemática que tiene por objetivo determinar un nuevo polinomio QOO 
llamado cociente y como consecuencia otro polinomio RG) denominado residuo de modo que 
verifiquen la siguiente relación 


(9 +R) 


Denominada identidad fundamental de la división, donde: 


D(x) = Dividendo 
d(x) = Divisor 


Q00 = Cociente twitter.com/calapenshko 


ROD = Residuo o resto 


1) Exacta; si el residuo es nulo, es decir R(x) = 0 


2) Inexacta; si el residuo es no nulo, es decir R(x) + 0 


1) El grado del cociente se obtiene mediante la diferencia entre los grados del dividendo у 


divisor. 


2) Para divisiones inexactas el grado del residuo siempre será menor que el grado del divisor. 


З) Е máximo valor que puede alcanzar el grado del residuo será igual al grado del divisor 
disminuido en la unidad. 
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L MÉTODO DE WILLIAM HORNER: 

5810 considera a los coeficientes de los polinomios dados, los cuales deberán ser completos 

y ordenados inicialmente en forma decreciente. En el esquema se deberá considerar lo 
siguiente: 


* El primer coeficiente del divisor se coloca con su mismo signo, mientras que los otros van 
con signo cambiado. 


= La linea punteada (vertical) que separa los coeficientes del cociente con los coeficientes. 
del residuo se traza a partir de la derecha contando una cantidad de espacios 
numéricamente igual al grado del divisor 
Veamos un ejemplo; sea la división: 
by? ср «diee 
proce 
Observar que los polinomios: 
D) 
Фб) назі + bare es 


yx! + bj sex + dx ee 


Ya están completos y ordenados, luego en el esquema se tendrá: 


Coef. del cociente Coef del residuo 


6х\ -23 -19x+8 
252 -4x-1 


Resolución: Completando y ordenando а los polinomios datos tenemos: 
DG) = 6x -23x 19x48. 


falta el término cúbico! Se completará con coeficiente cero, veamos: 
D(x) = 6x* + ох? -23x? —19x+8 


dix) 2x5 -4x-1 


Ahora en el esquema se tendrá: 
2| 6 o -23!-1 s 
4 ТЕЛЕГЕ} 
П 
2] 
1 2 
з 67 азр Ыт 


De donde: 
Q(x) = Зк? «6x +2 л RO) = -5x +10 


Si una división es exacta al utilizar el método de Horner, los polinomios datos podrán ser 
ordenados en forma creciente. 


П. REGLA GENERALIZADA DE PAOLO RUFFINI: 
Se utiliza cuando el divisor es un binomio de primer grado, es decir: dx) = ax + b. 
En el esquema se deberá considerar lo siguiente: 


» El número ubicado entre barras en la parte izquierda es el valor de x cuando el divisor se 
iguala a cero. 


+ La línea punteada siempre se traza delante del último número de la horizontal. 


+ Para obtener los coeficientes del cociente, se deberá dividir por el coeficiente principal del 
divisor a todos los coeficientes de la expresión algebraica. 


Veamos un ejemplo, sea la división: 


axeb 


Observar que el dividendo ya está completo y ordenado en forma decreciente. 


DG) s ay bed e 


AOD =ax+ bax +b =0 
x—b/a 


team CALAPENSHKO. 
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Ahora en el esquema se tendrá 


1 ES ES ES Ra 


AAA 


Coeficiente de la expresión algebraica 


son los coeficientes del cociente 


Sae 


Ejercicio: Dividir: 


Dx) e 2x kx? - x1 ^ dix) =x +1 


Observar que en la forma del divisor tenemos a = 1, esto involucra que en el 
esquema se obtendra directamente los coeficientes del cocier 


a0 =0 > x+1=0 > х= 


De donde: 


Ejercicio: 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 
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29 de agosto del 2020 


Observar que en la forma del divisor tenemos a» 1 (a = 4), luego enel 
esquema cada coeficiente de la expresión se deberá dividir por 4. 


4б) =0 — 4x-3-0 > x= 


Coef de cociente 


QU) = 2x «ax «3x «1 ^ ROO =4 


Es una regla que permite determinar en forma directa el residuo de cierta división. El 
teorema del resto inicialmente dado por René Descartes formula por enunciado lo siguiente: “En 
toda división de la forma Р(х) + (ax + b) ; a #0 el residuo es igual al valor numérico de Р(х) cuando 


Ejercicio: 


Elpolinomioes: Р(х) = х? + 2x -х+1 


El residuo es: РД) = OY «20) -0)«1 
PO)=1+2-1+1 
RO)=3 
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ONDO L 


El teorema del resto se podrá aplicar para un divisor de grado arbitrario teniendo en cuenta. 

los siguientes pasos: 

1) Seiguala el divisor а cero, despejando solo por transposición de términos, letras de 
números (variables de constantes) 


2) Е valor numérico obtenido para la parte literal se reemplaza en el dividendo, siendo 
el resultado final, el residuo de la división. 


Resolución: Por teorema del resto: x7+2=0 


Ahora en el dividendo se deberá buscar a x^ para luego reemplazarlo por -2, 
veamos: 


Dra + 2 
DG) = G^ 2058) mr 2 


Reemplazando x^ por -2 
кх) e C2)^x + 2-27 «(C2 = x + 2 
R(x) = 4x+8-2x-x+2 
EI 


RESTOS ESPECIALES 
Si al dividendo y al divisor se le multiplica (o divide) simultáneamente por una expresión 
diferente de cero, el cociente no se altera pero el residuo quedará multiplicado (o dividido) por 
dicha expresión. 
° 
ЖА 
División inicial D <T p 


9 
; En 
мава Di 
E ak 
PROPIEDADES ADICIONALES: 
1) SiR es el residuo de dividir P(x) entre (x — a), entonces: R = P(a) 
aj. яалаа alice fom separada ped ob ide eses rin Ёш d 
Sides apr c mimo rediue Rl dit de dto polum pere proci de 
epee tren йылый ponía aplasta sd 


AO 10 nme 
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EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


4. Determina el grado del cociente y el 
grado máximo del residuo en cada 
división mostrada en el cuadro adjunto: 


xi-x-1 
Patel 
xi 


2 Determine el residuo de dividir: 


oxusuedejeo/uio2 1933 


"Eun 
Гат А 
в) ea exa | 
X22 
+ «+2 
© 
rrr Im 
"een 
x 2x +x +1 & Determinelo pedido en cada caso: 
2 
гт A) Suma de coeficientes del cociente 
dedividir ў 
3. Marcarcon un visto (V) en cada recuadro жт 
a B) El término independiente de x en el 
residuode: 
x-x-1 
C) El valor de а b en la división 
exacta: 
arab 
xXx 


D) El valor de a — b en la división de 
residuo 2x-3 
xix +2 ax -b 
Par 


Resolución: Reconociendo y completando datos: 
Dx) «108 + 3x* 177 -x* +0x -5 
(х) = 2х? +3х®-х-2. 


Por el método de Horner: 


ас 


Resolución: — Hallemos el cociente de la división según el método de Horner 
i| 1 Gn Geb eni a b 


QU) sx ext +1 
03-3321 


оз) =37 


Resolución: Completando a los polinomios dividendo y divisor, según el método de Horner 
procedemos de la manera siguiente. 


Об) axt- 2x3 + 4х2 8x4 15 
+ Tidex=15 


Resolución: De acuerdo con la regla de Rufini, el resto de la división se obtiene de la manera. 
siguiente: 


Resolución: Porel teorema del resto: 
X190 2-1 
Eneldividendotenemos: — 
900) их? -26 ol 
Formando» eneldividendo: © | 
| DG) GO. x- 269 + (00). xx 1 
Reemplazando x? = — 1 tenemos: 


Кр) т(-1)2,х-2(-1)? + C D.x-x1 
Mosan RO)ex-2-x-x*1 
= RO 


з| з а mni а x 


2k-30=0=k=15 


A on*k-74 d 


gr 


10 f16 -i7] -a -b 


Resolución: Teniendo en cuenta al método de Ruffini procedemos del modo siguiente: 
d)-0c3x-5-0 


х=? 
E 


Resolución: Del esquema tenemos: M; . A, «12 
Nj +My =2 
М.А, =—28 
20-28= A, ө А; =-8 
Finalmente tenemos: К=12+2+(-28)-(-8) 
K=14-28+8 


K=-6 


A oos rn 


Resolución: — De acuerdo con el método de Ruffini procedemos de la manera siguiente: 


Sea "K" la suma de los coeficientes del cociente, luego: 


К=5+3+4+4+4+..+4+10+15 
397 veces 


K-8«(4)397)« 25 
K=8+1588+25 


„кез O 


Resolución: De acuerdo con el teorema del resto procedemos de la manera siguiente: 


d00 =0 e x'-x-3-0 
x*-x-3 


DG) s (х? -x-4)954 252 -2x41 
p) = [6*0 -4] «202 941 
Reemplazando: x! -x por 3 


RG) = C75 + 2(3) +1 
RGOs1«641 


2 ROD=8 


A A AA о ЧА 


DG) н [xx - 2] «2x? 4x47 
D00) = [x*-2x] «262-207 
Reemplazando x? -2x por 1 


ROO = (7 «20047. 
ROO #12247 


* DOO= exî ordre m tnr p 
+ d(x) = 2x +x + 0x+3 


* КО) (x «22x 3) 
10x! +15х +4х+6 
= 10x +19x+6 


Ahora en el esquema de Horner se tendrá: 


n р 
6 

о -9 
19 6 


En la columna del residuo se cumple: 
m-12-3-10 =т=25 

n+6=19 5n-13 

p-9-6 эр=15 


2 m+n +p = 53 
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Resolución: Сото la división es exacta, dividendo y divisor podrán ser ordenados en forma. 
creciente al aplicar el método de Homer. 
D(x) = -12-5к +742 xî + bx нах? 
аб) =-4+x+ 3x 


Resolución: Por condición: P(x) + (x-3) => R(x) 5 


Por propiedad : P(3)=5 но) 
Por condición: РО) (х2) RO) =2 
Por propiedad: —P(2)=2 مدا‎ 


Ahora se plantea: P(x)e[(x-3)(x-2)]-» RO) =? 


Observar que el grado del divisor es 2, luego el grado máximo del residuo será 1 
RS 
max 


Por identidad: З 
Р(х) (DAD + ax b 
Haciendo х = 3 obtenemos 

P(3)=3a+b 


Utilizando (1) conseguimos: 
Sa«b-5 


team AES, 


DG) = до). QU) + RD, 


Ea parar 1 
YA (DA 306) + RG). 
9 uma T 
Una rápida inspección permite observar que el residuo como máximo será de 
1* grado, es decir: R(x) = ax + b 
2 + (x -393007 «(x - 20-7 3900 ax « b 
Parax = 2: -1=22+b n (1) 
1=3 +b ao 


2-a^b--5 


Resolución: Пе! enunciado tenemos: 
POO +002 +1) =+ RG)ex-2 


Por identidad fundamental: 
р(х) (х2 +1) Об) + (х2) 
Se pide el resto de dividi: 


(9? «0. 99)«-2] 
+1 


[eeno] rer on EN 
m 


team CALAPENSHKO: 
ABRO MEZZO 


Porelteoremadelresto: 
х®+1=0-›х®=-1 


Observar que al reemplazar х2 = —1 en el numerador sólo queda (x - 2° cuyo 


equivalentees: 


(x - 2? = x" RO 
(x-2? =х®.х-6х® +12х-8 


RÛ) -x+6 +12x—8 _ 


2 RO=- 


Con la finalidad de transformar al divisor en binomio multiplicaremos а cada 
término de la división mostrada por (x — 1) 


x iis qoom DA 
del *x*D(x-1 x-1 


Ahora hallaremos el residuo de esta nueva división según el teorema del resto: 
90) =0 > x'-1-0 
e. 


En busca de х? en el dividendo de la nueva división: 
U 1х) «(х2 + DD 


Dm +1]х-1) 
Reemplazando х? = 1 se tendrá: 
ко) х-1) 


Por propiedad como al dividendo y al divisor se ha multiplicado рог (= 1), el 
residuo inicial también queda multiplicado por (x -1). 


Si ROD es el residuo inicial, se cumple: 
(&-1).RG) 2 R (х) 
&-1.RG9)22.6-1 


вод=2 


Resolución: 


PROBLEMA 21 


Resolución: 


Hrd rath NM 


Por condición la división es exacta, luego КО) 0 y según el método de Horner 
tenemi 


ЫН] leet ъс 
ET > 
E -з4 -bd 
b H 
ETE OT 0 
Enlas columnas del residuo: 
6a-3a-3d' = 0 4 За = 3d' ; 4b-b-3ad = 0+ 3b- 3ad 
asd bad 
De ambos resultados tenemos: 
asd abed 
Asimismo también se cumple que: 
сам e c-d 
Finalmente: 


E= ab-cd +» Ee d'-d* 
E=0 


Determine el cociente completo de dividir: 
ax! 216: +19х +6 


Observa que el cociente aquí obtenido es: 4% + Вх + 3; luego en la división: 
4х2 +8х+3 


T 
p 
2 


eon АДЕНИН Ern ы 


De donde el cociente es: Bx; pero se pide el cociente completo (с. с), luego: 
3 


in 


С ссвх+ 


PROBLEMA 22 Si: P(x) = (a-b)x + (b-c)x' + (с-а)х? + (a-b)? + (b-c)x-(c-a). 
Calcular la suma de los coeficientes del cociente de dividir: 
Я (Px Det D) (а = bx +a- с) 


Resolución: De acuerdo con el criterio de las divisiones sucesivas procedemos del modo 
siguiente: 


(a-b) (b-c) (с-а) (a-b) b-9 Í (с-а) 


a-b a-c 


а-к 1 a 1 


Elcociente de la división es: QU) = x + 1 
:Q0)=1 


PROBLEMA 23 Proporcionarel residuo de dividir: 


8x (5х2 + + 206? 21): 10m 9 + 1)+ 2m (4x2 +3) 
Ax ca 


sabiendo que dicho residuo esde grado cero. 


m= 


Resolución: 


PROBLEMA 24 


Resolución: 


Por el teorema del resto: 4% + 4 = 0 «+ x' = —1; ahora en el dividendo: 
рб) = 40x Bx + 20x” + 20 + 10тх'° + 10m + 8mx + бх? 
род) = 40x «d «205 «20 10mx T. x+10m+8m (e+ бп) 


Reemplazando x“ por — 1, tenemos: 
ROD = 40 + 807-20 + 20 + 10m + 10m + 8m - бт? 
RÛ) = (am+8)x + (40 + 18m) 


п: [RJ® = 0, entonces: 
4m + 8 =0 «+ m--2 
ROO = 40 + 18(-2) = 40-36 
2 во) =4 


Determine el resto de dividir: 
(AAA 


xxn 


Por el teorema del resto: X + x + 1 = 0 e» == 


En el dividendo tenemos: 
то) (taaan 


ро)» x G2 -2) G9 2) cat 

Dx) e xit (x? EE жх" 

поо аан [69-27 +1] 

rc zi] 
Utilizando la condición: 


коде x? [(ox- x2)" 1] 
nt9 «x [Ce -x- 277 i] 
ROO «e [C ya] 


2 


rom [ts] 
Romero 
E 


з ^ne22-7 
+1=3 ^nt2--7 


00) 400.00) + ROO 
axî +? eb + 11x + 22 (x + 5х +2). 00)-3&-6 


Haciendox =—1: 
абЄ1)*+(-1)9+Ы-1)#+11(-1)+2=(3-5+2). О(-1)+3-6. 
ELF 
Reduciendo tenemos: 
a-1+b-1142=-3 
a+b-10=-3 
2a+b=7 


team CALAPENSHKO 


FO(DO EDI 


PROBLEMA 27 | 


PROBLEMA 28 


Resolución: 


Calcular: a+b +, sabiendo que el cociente de la división exacta: 
x + + (b- Dx (с 


— а х®—х+1 
'esun polinomio de segundo grado. 


Por condición tenemos: 
IQI-2 «+ 2a- 
2a-4 e а=2 
Ahora la división será: 
e a (b-Dx+ (e-1) 


Enlas columnas del residuo: 
b-1-1+1=0 ^ c-1-1=0 
belace2 
a+b+e=5 


Luego de efectuar una división empleando la regla de Ruffini se obtiene: 


Calcular:a +Ь+е+@ 
En la tercera columna del dividendo podemos observar que el número que falta es 
-3 ¿Porqué? porqué6 + (-3) 
Por lo deducido antes: 


cof 


team САГАРЕМЅНКО 


6 -1.3 -9 1 j 7 


Completandoel esquema: twitter.com/calapenshko 


Hallando los parámetros: 
a--19Ab 
arb+crd 


PROBLEMA 29 


Resolución: 


Teorema del resto 
x-1=0 > x=1 
пуб) нап) + b) 2 
ROD =a+b+2 


Para la 2° división: 


a" + bx +2 
Ez 


"Teorema del resto: 


team CALAPENSHKO 


FONDO EDITORIAL ЖОРО: агана А 


Por condición tenemos: 


PROBLEMA 30 Determine el resto de dividir: 


La división dada es: 


2914 4 2010 


X= 


Teorema del resto; 


En el dividendo: 


род = (027%) + 2010% 


род = 6". эё + 20100)“, 
Reemplazando x" por 1 


RO 1.35 + 2010.1.x 


вод =x? + 2010x 


Indicar el residuo de dividir: 5. Sial dividir: 
Rat +3 120 +з/х-2 1601 2641 
a EE 
se obtiene por cociente 
ГТА N 00 (в) (2-2)8 «m (3-4) 
D)-2 5-2 2 x б 
Calcular el valor de: 
COLUMNA (A) m+n+p+q 
La suma de los coeficientes del cociente de: 
DATE А48 B)28 ©)51 
35x* sine + 14x? -18x -13 PES SFH 
EZE 
COLUMNA (B) & Сасшаг ^WA« 
El residuo de dividir: Si la división: 
Ax + Bx-2 
хї+х-1 
es exacta 
A) Aesmayorque B. à y 
B) Aes menor que B А2 DA oi 
С) Aes igual que B 2 
D) iNo utilizar esta opción Dy 1 
E) No se puede determinar 2 zi 
Calcular "n + k + с” si la división: 7. Calcular: (A + B - C), si la siguiente 
B +4х? + nx? + kx +c а 
базаасан AX + Bx + Cx" 6272 «19x. 
Ax! +3к+1 
deja como resto: Эх? + 2x +1 
esexacia, 
N16 В) 19 C21 
E) 24 E) 20 БЕП в)21 оп 
D)10 E)40 


& Calcular*n + k” sabiendo que la división: 
4% +259 - má «3x «kc 
[257 


team CALAPENSHKO 


el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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8 Calcular “n + ksi la división: 14. Determinar la suma de los coeficientes del 
SO GAINTI S cociente que se obtiene al dividir: 
2 +x-5 409-2079 +к+1 
deja como resto: 3x + 5 х-1 
Aur B16 ois A) 165 B) 161 БЕЛ 
руж Tes D) 163 E) 162 
15. Elrestoobtenido en: 
10, Cuando el polinomio: Bat - а - x? - 2436 +1)+ А-2х 
р(х) = 15x ax bid ex d xx1-48 
se divide entre: S? — x + 3 se obtiene 652. ¿Cuánto vale A? 
un cociente cuyos coeficientes van 
disminuyendo de uno en uno a partir del A18 5)6 ED 
primero y un residuo idéntico a: 2x - 9. D)8 E)-6 
Calcular el valor де: 
Краса 16, COLUMNA (A) 
7 в)-6 o El тено de dividir: 
D)o 5-2 (х+зу «GÀ -x-7y -x-2 
х+2 
f. Calcular “m” en la siguiente división exacta: COLUMNA (B) 
ESET wee uh Sas 
MIC TOS AR M (x2) 20-39 30 - 4*5 + 4 
x-3 
E в)-9 оз х 
х es mayor que 
PES a B) Aes menor que B 
C) Aes igual que B 
12 Hallar el resto de dividir: D) ¡No utilizar esta opción! 
E E) Nose puede determinar 
EESTI m 
sabiendo que la suma de coeficientes del 7 Si la división: 
ociente entero es 37. mîxê тп» + (п? = бук жп. 
пх+2 
AA Ps an es exacta, calcular la suma de los 
D) 43 E) 42 coeficientes de su cociente. 
ao 29 os 
13. Calcular “n”, para que el residuo de la D)4 23, 
división: 
18. indicar el residuo de dividi 
(cs 2) 3c + 4(х + 5) 
ESE 
A-2 DEI о1 A78 B) 80 os 
D2 юз D)x-1 Юх+1 
A — A E ER лыны за EST SSE 


team САГАРЕМЅНКО 


1. 


CO IIS тый ме < 
Proporcionar el resto de dividir: 26 Halle el resto de dividir: 
x94 – 32004 2 + 611 Aaa 
хї-3х+1 3-2 
ю-в вв 97 № 22-91 
D) -7 Е) -9 В) x'-17x-20 
С) 17х52 –48х +20 
Al dividir el polinomio: D) x'-1 
Род) 728-3 P +1 D 22-6к+1 


entre x? +x? + bx + b se obtiene el resto 
ВО). Determine el resto de dividir dicho 
restoentrex +1. 


A)-6 
DA 


B-3 ол 


B4 


Siel residuo de dividir: (ax ax^- 4x + 2a) 


entre (bx +2) es: 2x 
Determine la suma de coeficientes del 
cociente. 


A-6 ва Qo 
D)3 92 
Siel esquema: 


Representa la división de dos polinomios en 
x porel método de William Horner, indique 
elresto. 


Ax+2 
DAxe7 


Bx«2 О2х+1 


Е)7х+11 


¿Qué relación debe existir entre "n"y*k* 


de modo que la división: 
x -(n? + 2m)x? + п?х + (k— 2m?) 
x emm 
sea exacta? 
AK=2n aa O 
Djk? = 4n Еп? =9 


25. Sielresiduo dela división: 
6 


mx" + 1 
БЕП 

єз8х?-рх-5. 

Cakcule:m +n +p 

мо 51 ол 

0)2 юз 


24. Siel residuo de la división: 
QD! ахі eb 
ET 
es: 6x + 25. Calcular la suma de 
coeficientes del cociente entero. 
№250 BAS СЕД 


D) 237 E) 235 


27. Calcular el valor de “m” en el polinomio: 
Р(х) я х“ – 2х? +тх-3 

sabiendo que al dividir entre (х + 1) el 

residuo que se obtiene es el triple 

del residuo obtenido al dividirlo por (x — 1) 


юз DEI оз 
2)-3 D6 
Calcular el valor numérico de: 

P) = x «(2-2 - 2i + 51342 
Para: x-242. 

A82 B4 0742 
D) 1342 EJ 


team CALAPENSHKO ——— 
FONDO EDITORIAL КОРО 


29. Dado el polinomio: E 
P(x) «(3 — Jx - 243x? + 2/8x«3 
Calcular (YS +2) 

Em B5 ов 
»7 ms 

30. Señale la relación necesaria de a", con "c", 
tal que a división: 
2d + abx? + 2с2х? - ах? + a? + 2а 

erre ж 
presenta un resto: 

44% +202. 
Aase. В)2а=3с Ca 
D)3a = 2c БЕЧ 


31. Hallarel restoen: 

GP -19 «x5 xS +1 

xxl 

Bx Ох+1 
50 


Ax 
D)1-x 


32. Mostrar el residuo de dividir: 
IA + (x - 4995 +6 


GD 


Ау 2х-1 
D)o 


в)2х+1 О)4х-1 


Юз+з ц 
Al dividir un polinomio Р(х) entre los 
binomios (x-4) y (x-2) se obtienen 
como residuos 9 y 5 respectivamente. 
¿Cuál es el residuo de dividir: 

POO + [Oe = D= 2) 


Ox-1 
E)x +1 


DESI 
D)3x+1 


в)2х+1 


Calcular el valor de “n” necesario para que 
eltérmino independiente del cociente 


entero sea 364, al dividir: 237 
(к-1х-2 

A10 B)8 o6 

0)4 512 


Al efectuar la divisió 
PEE 
DFN 
meZ* ^ m> 2006 
Se obtiene por cociente Q(x) 
Calcular: 002) +00) 


во 


Cm 
E)2m 


A-m 
D)-2m 


Al efectuar una división de polinomios. se 
obtiene como cociente: 

х3 + 2x3 54х48 
y como residuo 16, si el divisor es: x - 2, 
indicar el dividendo. 


A ox » 

9 x16 

D) x'emÓ.16 E) xax 
Al dividir: 


PG) «x + Ax + Bx? + 2x -1 


entre un polinomio de segundo grado зе 
obtuvo como resto 2x + 1 y como cociente 


x — 1, Determine el valor de “В” 
№1 8-1 oo 
0)-2 DE 


Sise divide el resto dela siguiente división: 
7 yy y 230*1 зл 3 
APT LENEPTEI 
entrex? & 2;se obtendrá como resto: 


Ax B)x+1 от 
0-1 B 
Calcular: 

Sila división: E 

DEI B4 св 
br Е)10 


team CALAPENSHKO: 


E ean шышы 


40, Al dividir un polinomio P(x) entre el 
producto: 
IG + 06-263 
el resto obtenido es: x? — 5х + 1. ¿Cuáles 
зоп los restos que se obtienen al dividir 
separadamente Р(х) por (x + 1), (2-2) y 
(x + 3) respectivamente? 


A) 7;-3у12 B) 14;13y-5 
€) 7:;-5у15 
D 7;-13у15 © 7;-5у25 


41. Ab efectuar la división de 2 polinomios 
enteros en "x", el producto de los términos 
independientes del divisor y el cociente 
es 8, la diferencia de los cuadrados de 
los términos independientes del dividendo 
y resto es 24, luego la suma de los 
términos independientes del dividendo y 


resto es: 
a2 вуз ©з 
D6 916 
48, Indicar el residuo de dividir: 
x uim uma 
xta 
ne N/n22010 
mo 91 ©з 
0)3 D4 
43. Obtener el término independiente del 
cociente de: 
xo? «1-56 +зх* -11 
xel 
A10 ms o4 
D6 92 


44. Si"P" es un polinomio, tal que al dividi 
Р(х) entre (X + x + 1) se obtiene como 
residuo (-х + 1); entonces el residuo que 


se obtiene de dividir Р(х) entre бе + x + 1) 
Ax -2 в)х+2 gx 
Del Е)2х+з 


с 123 LA EE 


45. Sielresiduoque resulta de dividir: 
Ot- 3€ + ах? + bx + 2) + (7 1* 
es (bx + c)? Hallarel mínimo valor de: 
E=g+2b+e 


A24 в)25 O26 
D)30 DE 


4. ¿Quéresiduose obtiene al dividir: 
[8670 


xi-x«l 
Siendo "n" par: 
Ах+1 B)x-1 Ox 
0)-х Eo 
Al dividir el polinomio Р(х) entre: 


[2 
зе obtuvo como resto (x - 2). Proporcionar 
el residuo de dividir P^) entre (х? -2) 


A)ZX-1 — B)x-2 C) 20x- 14 

D) 14x -20 E)5x-2 
48. Dadaslasrelaciones: 

m-am+a=0 nan +a m0 

pap +a =0 ч'-аа+а=0 


A0 DEI o1 
D)mnp E-2 


49. Sea Q(x) el cociente de efectuar la división: 
б^ e m7! -n-1)« (1) 
Calcular Q(1)^ 
A0 в)1 оп 
руп? 


0. Determine el resto de dividir: 


[xix + nox en? 
дузэё+1 Bul Ost 
D32 к)з1зЁ+1 


team CALAPENSHKO 


Identificar teoremas у propiedades de una división exacta. 
Reconocer cociente potables y aplicar las propiedades que lo involucran, es. 


P(x)=(x+0 Mx b)Q(x) 


KARL FRIEDRICH GAUSS, nació el 30 de abril de 1 
777 en Brunswick, ciudad principal del ducado de Brunswick — 
Wolfenbüttel, Alemania. fue hijo único de Gebhard Dietrich Gauss y 
Dorothea Benze. 


En 1784 asistió a la escuela primaria y se distinguió, entre 
más de 50 niños con diversos conocimientos y distintas edades, KARL GAUSS 
debido a que ya sabía leer, escribir, contar y realizar cálculos elementales. Gracias a la ayuda de 
Büttner — su profesor — y de su asistente, Gauss fue admitido en la secundaria en 1 788, Allí 
adquirió conocimientos sólidos de Latín, entonces indispensables para alcanzar una buena 
posición académica, yel alemán culto, pues antes sólo conocía el dialecto local. 


El duque de Brunswick — Wolfenbüttel le asignó ayuda financiera hasta 1 806, año en 
que Napoleón desintegró el estado alemán de Brunswick — Wolfenbüttel. Antes de los 19 años 
probó que el polígono regular de 17 lados se puede construir utilizando solamente regla y 
compás (y lápiz o algo similar). 


En 1 795 Gauss continúa estudiando matemáticas en la Universidad de Gotinga. En. 
1798 deja la Universidad sin obtener un diploma, más ya había desarrollado las ideas básicas de 
la mayoría de sus trabajos académicos importantes que habría de publicar en los siguientes 25 
fios. La Universidad de Helmstedt, sin embargo, le otorga el grado de doctor in absentia al айо 
siguiente por su demostración del Teorema fundamental del álgebra. Un año después es 
nombrado director del nuevo observatorio de la Universidad de Gotinga. 


Murió el 23 de febrero de 1 855 y fue enterrado en Gotinga. Poco después de su 
muerte se acuñaron monedas en su honor. 


Gauss fue gran admirador de Arquímedes y Newton es considerado uno de los 
matemáticos más grandes de todos los tiempos: el Principe de las matemáticas. 


team CALAPENSHKO 
LIBRO. Y MATEMATICAS ДА 


Dados los polinomios Р(х) y (x) no constantes tal que [PJ"> (d]*, se dice que Р(х) es divisible 
por dx) sí existe un único polinomio Q(x) tal que multiplicado рог el anterior nos reproduce el 
primero es decir si 


БА 08SERVACIÓN 


Si P) es divisible por d), РО + d(x) es exacta. 


Ejemplo: ¿Será Р(х) ex^ - 6x +х+4 divisible por (x = 1)? 
Hallemos el residuo de la división: 
РОО 
х-1 


Por el teorema del resto: 
x-1=0 
x=1 
6907-67 «1«4 
RO)=1-6+1+4 
R(x) =O 
Como la división es exacta se podrá afirmar que P(x) es divisible por (x ~ 1) 


si, dicho polinomio también será divisible por el producto de todas las expresiones 
mencionadas. 


+ Dado el polinomio PG) y las expresiones primos entre sí (x + а) y (x + b), luego 


Paetata) > ROO 
PG)s(x«b) > RD =0 


Entonces: рх)+[(х+а0(х+Ъ)] > RG)=0 


ISHKO. 
an СВ Arosa opo ү шск 4 


COROLARIO: Si un polinomio es divisible рог el producto de dos о más expresiones primos 
entre si, dicho polinomio también será divisible por cada una de las expresiones 
mencionadas, 


* Dado el polinomio Р(х) y las expresiones primos entre sí (x + а) y (x + b), luego 


PG) 1х на) +) + RG9=0 


Entonces: PG)e(x*a) + RG)=0 
POJ+G+b) + RG)«0 


2) (Teorema del factor). Si el polinomio Р(х) se anula cuando x = a, entonces (x — a) será un 
factor de P(x) 


P(a)=0 c» (xa) es un factor de P(x) 
APO) я (x =a). О) 


DEFINICIÓN 


Son resultados que se obtienen en forma directa, a partir de ciertas divisiones que 


siguiente forma general: 


ineN/n22 


origina un cociente notable? 


Hallemos el residuo de la división según el teorema del resto: 
xy =0: x=y 
но) (yJ -y «y*-y* + RO) =O 


Como la división es exacta, se podrá afirmar que dicha división genera cociente 
notable. 


127 


team CALAPENSHKO: 


OUHBRO сс raa А 


1) VneN/nz2 


x-y 


Origina cociente notable cuyos términos presentan signos positivos. 


2) VneN/n- impar 


3) VneN/nc par 


xey 


Origina cociente notable cuyos términos presentan signos alternados (+, =, +, =; 


Observación: La división ÊÊ jamás origina cociente notable рог qué? porque su 
residuo es no malo. 


Sila división: 


Origina un cociente notable, se cumple: 
A A 178 A == тч тА 


team CALABENBEKRDRaLEODO 0 MAZA 


1) El número de términos "n" del cociente notable verifica: 


2) En el cociente notable los exponentes de x van disminuyendo de “a” en “a”, mientras que 
los exponentes de y van aumentando de "b" en ^b. 


+ раа el cociente notable de: 22 
x-y 


Dada la división: 
EY neN/n22; 
xty 


que genera cociente notable: 


Donde: -ty = término de lugar k- 

número de términos del C - N 
primer término del divisor 
segundo término del divisor. 


<> 
n 


Para el signo se tendrá en cuenta lo siguiente: 
1) Sieldivisor es de la forma (x — y), todos los términos tendrán signo positivo. 


2) Siel divisor es de la forma (x + y), los términos de lugar impar tendrán signos positivos, 


mientras que los де lugar par tendrán signos negativos. 


Resolución: Observar que: 


Hallemos el quinto término: ty > k-5 
ts = (signo) Ex? P? [узр 
ts =(signo) AF (у? 

De acuerdo con la observación el signo que le corresponde es +, veamos: 


(орар p? 


je y 
pe 


Hallemos el octavo término: ty z+ k «8. 
tg = signo) D] py 
ta = (signo) T (у? 


De acuerdo con la observación el signo que le corresponde es -, veamos: 
OCT YT 


л ух 


Sien un cociente notable se quiere determinar, al término de lugar К contado a partir 
del extremo final (derecha e izquierda) se tendrá en cuenta a la siguiente 
relación: 


xay є 


Sea BOLT. una división que origina cociente notable, si n es impar existe un término 


central cuyo lugar se determina at 222 


CE A AA A 


AJ -(--1)x-8; es divisible por (x-2) 
B) 2x? + 4x m; es divisible por (x + 1) 
Ox Gne 2) +1;евймеМерогоЁ-х+ 1) 
руз?+ 2x +m-7; esdivisiblepor (x-1) 
E) X (m Dy +x+ L;esdivisiblepor(ce2) 


2 Vincula mediante una línea las 
expresiones de la izquierda con su 


respectivo divisor del la derecha. 
s 

Ap +ах L x-3 

В)х?-х-6 п. x+1 


Сухі +х+1 Ш. x-5 
рух -25 NM x+3 
EOS Mox 


3. Marcar Verdadero (V) o Falso (F) 


і SIA es divisie por B, А ема 
аммара о oe 


-— n 


1. Si М es divisible por N, № es una 9 


división exacta. O 


о EU 


IHLSMes divisible por “a” y también por. 


“b”, Mes divisible por "ab" D; 


0 


1. Calcular “msi: 4, Marcar con un visto (V ) los recuadros 
correspondientes a divisiones que 


& Determine el grado absoluto del 
término en mención de los cocientes. 
notables originados al dividir. 


un? 
лу 


E 


Resolución: La división exacta es: d 
x5-2x* 6х? taxt +Ъх+с 


En la columna del residuo tenemos: 
а-341-6=0 =. 
b-3-2=0=b=5 
20 €t6-0-c--6 


^ a+b+c=7 


Resolución: Como la división es exacta los polinomios se podrán ordenar en forma creciente. 
о) = =1 + Ox + 0x? + Ox" + Ox + be e Ox жал? 
х) =-1-х +0х® «ex! enx* + mx 


Ahora efectuando la división según el método de Horner: 


team CALAPENSHKO 


En la columna del residuo tenemos: 


PROBLEMA 4 


Resolución: 


Del enunciado tenemos: 
PCI) = — 6 : suma de coeficientes de PG) 
РО + (x - 2) +RG)=0 
РОО + (x +1) + RG) 0. 


Portcorema: — PO) + 10-2) + 1)] + RO) «0 
РО) = (x - 2)(х + 1) QUO 


Observar que ОО) es un polinomio de grado cero (pues [P]" = 2), luego QUO = k: 
Ро) = (x -2)(x + 1k 


Para x = 1: PO) = -2k 
-6--2k-k-3 


Finalmente el polinomio Р(х) será: 
PG) = (x - 2)(х + 0) 


OP) =3х°®-3х-6 


Encontrar un polinomio PÛ) de 3° grado que sea divisible en forma separada 


Sea Р(х) el polinomio buscado, luego los datos serán: 
P(1) = 24 : suma de coeficientes de PG). 
P(0)-—2 :término independiente de x en PG) 


PG) + (x + 2) >RG)=0 
Ро) (x + 1) 4+ RO) 0. 


Porteorema: Р(х) + [x + 20x + 1)] > RÛ) «0 
P(N = 6-206 1) QCD 


Observar que ООО es un polinomio de 1° grado (pues [P] 
Фо) ax +b 
POO = (x + 206 Dax + b) 


3), luego: 


EES 


team CALAPENSHKO: 
UEBRO 2 T MEENLLIUIZEN 


Para x = O: Р(0) = 2b 
2-2b =b=1 


Рмах=1: РО) = 6(a + 1) 
24 =6(а+1) 
4=a+1>a=3 


Finalmente el polinomio P(x) será: 
РО) = (x + 2)(x 1)(3х + 1) 


+ Р(х) = Зх? 10 +9х+2 


Resolución: Del enunciado tenemos: 
PG) + (x + 3) RG) =8 


PG) + (x + 2) + RG) = 
РОО + (x + 1) + ROO =8 


For teorema: Р(х) s [0+ 3)(% 228 + 1)] + R(x) = 8 
PO) » Gc D+ 20(х + 1) Об) +8 


Grado cero 
Род = (x + Зх + 20% + Dk + 8 
Además: (PG) + (x + 4) > Ко) = 20 
de donde tenemos: P(- 4) = 20 
PO) = (x + 26: 20(х Dk 8 
Рахе 4 PCR 
20 = -6k+ 8 
bw k=-2 
© Finalmente el polinomio Р) será: 


РО) = (x + З)(х + 2)(х DC2) + 8 
р(х) = -2x? -12х2-22х-4 


De acuerdo соп el teorema de la divisibilidad se plantea: 
Род Јо? + DOF «2x«2]- ROO =0 
O] 

x 


team CALAPENSHKO 
— FOYDO EDITORIAL RODO. _ = AE 


Tengan en cuenta: [P] = 4 


También: рх) +? 12) + RÛ) = 6 «6x48 
PO) = GÀ -0 QG) +6х2 +6х+8 (2) 


En (1) Hagamos x = 1: P(1) = 10k 


En (2) Hagamos x = 1: P(1) = 20 


Igualando tenemos: 10 


k=2 


Ahora el polinomio en (1) será: 
PG) н (х2 «DG + 2x4 2) k 
ро) eG? «DG + 2x + 2) (2) 


Se pide el término independiente de x en Р(х), o sea P(0) 
PO = (DÛ) 


200) = 4 


PROBLEMA 7 Calcular т.п sila división: 
m5 yr 


x 
FI 
Origina un cociente notable de once términos 


Resolución: Por propiedad se cumple: 


m-5 n 


п+2=22 ә n-20 


> m.n-760 


PROBLEMA 8 Calcular “m“ para que la división notable: 


team CALAPENSHKO 


LIBRO: 


Resolución: 


PROBLEMA 9. 


Resolución: 


PROBLEMA 10 


Resolución: 


Se cumple: 


Determinar el grado absoluto del sexto término del cociente notable al. dividi 


Teniendo en cuenta la fórmula del término de lugar k (t): 


(signo) yt 


ошаган E 
mex 


ч = Gigno) pe P ty?) 
OR 


Si el cociente de dividir 
х*-1 
== 

ез notable y de cuatro términos. Calcul 
Кеш? тет? +. 


+m+1 


El valor pedido es: K = m® + mf + mî «e mel 
8-1 


o) 


Por propiedad: 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: Sea K Ia forma simplificada, luego con las divisiones notables se tendrá: 
Sa] [à 


aij 
x, GC -DG no! -no*-1 
AAA 


Resolución: Reconociendo datos: D(x) «x? + Ox +0x74....+0x7+0x+b 
^ 40) Al 
ко) «0 


Por el método de Horner: 


team CALAPENSHKO: 


Otro método de resolución 
Como х109 + ax + b es divisible por (x — 1), también será divisibles por (x — 1). 
Ahora la división: 

х®+ах+ь 

х-1 

Sera exacta y por el teorema del resto se tendrá: 

adi E] 

sabe 


2 a+b=-1 m 


Resolución: Por condición tenemos: Р(х) « (x + 5) -» R(x) = O 
PG0«(x-2) + RO) 0 


Ahora por teorema; PO) + Ñx « 5) -2)]-» RO) = 0 
Por la identidad: P(x) = (x SD 


Como Р(х) es un polinomio de 3er grado fácilmente podemos notar que Q(x) es 
de ler grado: 
PO) = (x + S) = 2)(ax + b) 


Como Р(х) es ménico, a 1: mm 
Р(х) = (x +5)(х-2)(х +b) 


Por condición tenemos (0) = 30: 
E -(9).(-2). (0) и 
30--10b > -3-b 
Se pide calcular P(1), veamos: 
PG) =(х + ) 2-3) 
Ра) = (6)(-1(-2) 


PO) =12 


Resolución: Observar que tenemos: Sxy(x? + y?) = 4G) [ 2t? + y2)] 


Por la equivalencia de Legendre: 
y^ «y9- [es к-у? Toy? ec] 


Por diferencia de cuadrados: 8хубх®+у?)=(х+у0*-(х-у)* 


РЕСЕ AEST NP C 


team CALAPENSHKO: 


EL término central ocupa el lugar: LT 227, 28-13 
Por fórmula hallemosTi;: ola y TI. [о-у] 
Taslan]? [e-*]^ 
Por diferencia de cuadrados: Ту «(xy .(x-)'* = [x - yx -y)]^ 
Ta sony 
Ahora hacemos xs3Ay = 242: УМ =(9-—8)%® = (1) 
= VN=1 74 


Resolución: Por condición tenemos: 


"s es entero 
tjs no es entero (sólo son 15 enteros) 

¿Ahora según la fórmula tenemos: 

i act em 

“de donde: n-2920 = п229 
ч =! ехе 

“así mismo: п-з1<0 = n«31 

Observar que: — n229ón230 

4 Y de valores = 59 


Resolución: porel teorema se cumple que: 
PG) +[G-DG-DAU-4)] + RO) «10. 
Р(х) = (x- D-20640) +10 


Se pide: P(1) = Suma de coeficientes de Р(х), luego: 
РО) = (0. (-1).(-3).901) +10 


ае га аг ача тщ 150 фе чета сете... тл ЖЁ 


team CALAPENSHKO 


Ра)=о+10 
^ PA)=10 


¡PROBLEMA 17 st cente: aH be ces divisible por (x 
Calculara + b c 


Resolución: — Tenerencuentaq, 
o+? 
GHD = +3 +3x+1 
Ahora el dividendo será: 
x Sx + (а+10)у + (За+10)х° + (За+5+Ь)х + (a+1+e) 


+ Sx + 10 + 10% + 5x +1 


Asimismo el divisor será: 
з-за «3-1 

Según el método de Horner tenemos: 
1|15 (a+10) { (3а+10) (Ba+5+b) G140) 
3 NES 1 
-3 2 -24 8 
ы За+оз -30-93 — а+31 

[ї 8 a 0 T ° 


En las columnas del residuo: 
за +10+1-24 23a +93 = 0 €» 6a =-80 


За+5+Ь+8-3а-93=0 «»b=80 
а+1+с+а+31=0 әс=-2а-32 


184 
atbten 2t 
bre= E 


PROBLEMA 18 Un polinomio PO) de grado (11) monica es divisible entre 03-2) Si los restos 
de dividilo separadamente entre (x-1) y (x42) son respectivamente 12 y 258 
¿Cuálesel valor den”? н 


жит = 10 ma ET 


team CALAPENSHKO 
< FONDO £D 


Resolución: Por condición tenemos 
PG) + б°+2) > КО)=0 
PG) = G2). Gb) a 
Asimismo notamos que: 
P(1)- 12 ^ Р(-2) = 258 
En (1) bagamosquex = 1: 
РО) 230-5) ө 122 30b) 
3-b 


En (1) hagamosquex =—2: 
P(-2) = [(-2°+2И-2+3) +» 258 C2) «2 
256 = (-2)° 
2 n-8 


PROBLEMA 19 Determine el valor de: n+ n +1; si Ja división > 


Por condición se cumple que: 
2a 


+ (20:4 3)n- S) (214133) 


ба? - 10n*9n-15 = 6n - 6n «30-3 
-n-15--3n-3«» 2n-12 
n-6 


n" +n +1=43 


PROBLEMA 20 Determine el mínimo valor que asume “К” de tal manera que en el cociente 
notable originado al dividir: 


- xtey 
El grado absoluto del término que ocupa el lugar "K'excede en (4n = 4)al grado. 
absoluto del término que ocupa el lugar “K” contado a partir dela derecha 

Resolución: De acuerdo con las fórmulas hallemos 1? у: 


OS 


ra 


signoyei- ny к 


igno) Ge Ў a 


team САГАРЕМЅНКО 


Por condición debemos plantear: 


na*-nk*k-1-(k-n«n"—k)-4n-4 


an" -nk+k-1-nk +n" +k =4n-4 
nn^-n"-2k-2k-3n-3 
n(n 1) 2k(n - 1) ^32 1) 
Suponiendo que n 1, podemos simplificar: 


n"-2k=3 eke 
2k=3 z 


Observa que si "K" es mínimo, "n" también es mínimo; luego n=3: 


РО0+(х-2) > R0 


For fórmula 

POD (x-2) Q0) а 
Cómo [P]* = 2es necesario que [Q]" = 1, luego QUO wax + b. 
Ahora en (1) tenemos: 


PG) = (x-2) (ax +b) 
Pero P(x) es un polinomio mónico, luego es necesario que a = 1. 
Portanto e tendrá: 
PG)» (x-2) (x + b) 
Para el término constante, que es el término independiente de x, se hace x = 0: 
PO) =(-2)0) e 12=-2 
6--b — e b--6 
El polinomio P(x) es: 
рРОод=(х-2)(х-6) 
рРо)=х?-8Вх +12 
2 Ecoeficientes=5 


AAA RIY пс тш EMEND 


Resolución: Por condición: POO + (x +1) — RO) =0, luego por el teorema del resto se 


cumple que (-1) = 0. 
El polinomio dado es: 


Р(х) = 2 +3х+1 


Reemplazandox== 
PCDs LO 
0=-2-m-3+1 

¿m=-4 


р(х)» бЁ-х-2) + RG)«0 

Р(х) + (0+3)  - ROO= O 
Observa que (X^ -x-2) m (x2) (x + 1), luego de (1) podemos afirmar que: 

2Р0) + 4-2) ээ RO)= 0 

Pe QD + RO= 0 
Por teorema de (2) y (3): 

Р(х)» [00+ 3)(x-2)) + КО) 0 


s PO) (+ x=6) + RO= 0 


Hallemosel sexto término, paralocual п = 11 Ak = 6. 
Por fórmula tenemos: 


EE KE ETE EASA AAA AA AA а 


A A з, А 
Ty- Gio) Gs +70 9c ft 
TQ-CY)xX TG 
7, [0x1 DÉ 


7^b-1^c-5 
b+c=11 


DAD 


T= Signo). 6-62) ar 
I d 
Lr Ty = (х+2)%.(х-2)* 


Resolución: Por condición la división: 


P(x)+ (x-1) esexacta. 
Por propiedad tenemos: 

PO) «(x- D esexacia. 
Porteorema del resto: 


p (—— 


team CAAP лш лороо 0 ior а 


Ра)=0 
Finalmente se tendrá: 

1+a+b+e=0 

s a+b+e=-1 


"PROBLEMA 27 Un polinomio P(x) de 4" grado y mónico es divisible en forma separada por (1-2), 


Resolución: 


(&-3)y (x-4), además la suma de sus coeficientes ез —12. Determine el resto de 
dividir) (=5) - j^ 


Por condición: 

рох)» (x-2) + RG)=0 

Р(х) + (x-3) ¬+ RG)«0 

рох) + (x-4) + КО) ғ0, 
Porteorema: 

PG) + [6-2 (1-3) (X-4)] + RG)«0 
Poridentidad: 


род» &.-2)6.-3) (x-4 Q00 
Observaque [QI = 1: 

P)» (x-2) (x-3) (x-4) (ax + b) 
Como P(x) es mónico, necesariamente а = 1: 

ро)» (x-2) (x-3) (x-4) (+ b) a 


Por condición: 
Ра)=-12 


En (1) hacemosx=1: 
ра) = (-1) (2) (-3) (1 +0) 
-12=-6(1 +) 

2=1+b wb 


Nuevamente en (1): 
PG)» (х-2)(х-3)(х-4) (x + 1) 
Finalmente parax = 5: 
PO = (3) 0 (6) 
2 P(5)=36 


PROBLEMA 28 Si P(x) es un polinomio de 5° grado divisible por (2x^— 3). Que al dividirlo separa 


damente entre (x + 1) y (x—2) origina restos 7 y 232 respectivamente, Determine. 
el coeficiente del término lineal de PC. 


Resolución: Por identidad: 
PG)» Qx*-3) (ax + b) 


Род+(х+1) — RO) =7 


P-D-7 


Porcondición: 
POA- > RO = 232 
Teorema del resto: 
P(2)=232 
Con (Dy (x= -1: 
PC = (2-3) (a+b) 
7=(-1)(-а+Ь) «+ а-Ь=7 nun. 
Соп (y (3)x = 2: 
РО) = (32-3) Qa +b) 
232=29(2a+b) e» 2а+Ь= 
Sumando (4) y (5): 
amis e а=5 
Asimismo en (4): 


$-b-7 e b: 
Ahoraen (1) tenemos: © © 
4р5 PO 0-3) 5x2) 
Р(х) = 10 4x 15x + 6 
+. Coeficiente del término lineal = – 15. 


2 


Resolución: Observa que cada término de F(x) es un cociente notable, luego expresando en 
función de sus divisiones notables tenemos: 


ana г 
(СЕЕП 
Шагыр 


ат uaa opo 


PROBLEMA 30 


Resolución: 


Finalmente para x = 3: 


2+133 


з= 2 


ШЫ: 
щзу=11 


"A continuación se muestran dos términos consecutivos de un cociente notable: 


зун.‏ کار 
ома а ners oo ene coin oce?‏ 


La condición dada es: 


Reescribiendo así: 


PIAR 


Recordemos que en: 


aa «a? 3p? a (signo)b*"! 


arb 


El cociente notable presenta en cada uno de sus términos grado absoluto igual а 


n 1*, donde “п” es 


En el problema se cumple: 
n-1=9+5 0 n-1=14 
п=15 


t 


Para que la siguiente expresión: є 
х\-5®+4х-т 

Sea divisible por: x + 1, el valor de ^m" 

debeser: 


БЕ a ол 
DA ES 
А 
Elvalorde*n' para que el polinomio: 
X + mî + ax-6 
sea divisible por x^ Sx + без: 
№7 вп o6 
0-5 9-1 
Si Poux -5x* ках? e bxec а 
es divisible por: 
Fao?) 
Calcular: a + b + e 
A5 B)-5 Ds 
D) юз 
Si al dividir PG) entre (x + 1), (x + 2) y 
(x-3)separadamemeseobuvoelmismo y 
residuo 4. Indicar el residuo de di 
Р(х) entre (х? - 7x- 6) 
A12 5)16 02 
D)4 mo 
Determine el valor de "m" para que la 
división: 
LI 


x-y 
origine un cociente notable. 


№2 
DE 


Ba 


Determine “n” sabiendo que la división: 
20 yn 


xy 
origina un cociente notable. 
Ato — miso — caso 
D)350 E) 400 


El desarrollo de la división notable: 
moy 
БЕТ; 
origina un cociente notable de 14 
términos. Halle: m-n 


N14 
D)-98 


B) -14 O98 


E) 49 


El desarrollo de la división notable: 


т-у 
эс zt 

origina un СМ de 30 términos, 

Halle: m-n 

A15 B) 20 025 

D)35 E) 30 


Determine el tercer término del cociente 
notable originado por: 
— 


rar 


are 
D) ap" 


B)-a'b!  суа%ыв 


Ea" 


Con respecto al problema anterior. 
¿Cuál es el múmero de términos del 
CN? 


A36 
D)17 


B)15 O16 


E18 


team CALAPENSHKO Es 


11. Calcular el grado absoluto del Gto término. 


del cociente notable originado por: 
eya 
y 
m9 B)10 onu 
D)12 513 


12. ¿Cuál es el cuarto término del C-N de: 


x 


O ox 


By 


D) xy 0,6 
13. Calcular: "a.b" sabiendo que el teer "® 
término del СМ à 
esc ay 
M600 B)-2400 — C)4200 
0)35 Е) 3500. 
14. Hallar el grado del décimo término dd т 
desarrollo de: 
EE 
D) 31 
2. 
зза уаде 
um 


genera un C-N. Indicar el lugar que ocupa 
el término de grado absoluto 85. 


©зо 
Е)75 


Соп el auxilio del problema anterior. 
Indicar la división notable que originó el 
siguiente C-N. 

a euer 


Lx x +1 
юа Ou 
y 1a 
xa 9-1 
D) pE- 
21 x-1 


Cuántos términos tiene el cociente notable 
originado por: 

Ex 

x-y 
Si el penúltimo término es: xy? 


A84 в) 42 сав 
0) 44 DE 
En el desarrollo де: 

х®+у? 

PET 


hay un término de grado 24, la diferencia. 
de los exponentes de "x" e "y" en ese 
término es: 


A) 10 в)13 o15 A5 вв o7 
D)17 E)20 Ds DE 


E 


Calcular la suma de las cifras de "ab" 
sabiendo que los grados absolutos de los 
términos de su desarrollo aumentan de 3 
епз. 


A7 B8 o9 
D) 10 mu 
En la división notable: 


Calcular "a + b", sí el quinto término de 
su cociente es: x^, además: п-т = 3 


A) 120 B) 118 0124 
D) 116 E) 128 
Calcular el valor numérico del término 
central del C-N de dividir: 

07:670678 
parax=1 
A 520 ut 
D)o 52 
Determine el término de lugar 21 en el 
cociente notable de dividir: 

E 

x+ Bè- Qa- 
D)x-1 Ent 


xs 

x 
А Bs 07 
Ds B6 


Enel siguiente cociente notable: 
G9? +(х-1#” 


x 
existe un término de forma: a(^- 1), 
Hallar: (a +b) 

3)497 C498 
E)200 


A)490 
D) 180 


Cuantifique al término central del C-N de 
dividir: 


Ge? (x 
[T 
рагах = 3 
A16 B32 сов 
р) 28 Е) 256 


¿Cuál es la suma de los coeficientes 
de aquel polinomio Р(х) тбпісо de 
tercer grado divisible separadamente por 
(x + 2) y (x + 1) que carece de término 
cuadrático? 

B)-15 [E 
E)-3 


team CALAPENSHKO 


el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 


олш жоро ic a 


EN 


El 


Un polinomio mónico P(x) de tercer grado 
es divisible separadamente por (x — 2) y 
(x- 1) y al dividirlo por (x - 3) origina un 
resto igual a 20. Determine su término 
independiente. 


А7 
D) 14 


B) 10 o12 


E) 20 


Mostrar el polinomio de segundo grado 
Р(х) tal que: P(O) = 1; que sea divisible 
por (x + 1) y que al dividirlo entre 
(2x + 1) el resto sea =1. 


A) x +х-1 вузё-х-1 
су 20 -3-1 
р) 2х? +х-1 E) 6 +7х+1 


Al dividir un polinomio Р(Х) entre (x - 5) 
se obtiene como resto 10 y un cociente 
cuya suma de coeficientes es 2. Encontrar 
el residuo de dividir dicho polinomio por 
87 


D 
D) 18 


вв 010 


E) 12 


El cociente de: dividir un polinomio Р(х) 
de tercer grado етте (2x—1) es 
Ө? + 2x — 3) у el resto de dividirlo entre 
(2x + 1) es 1. Determinar el resto de 
dividir Р(х) entre (2x — 1) 


A-7 в)-6,5 9-75 
D)-8 E) ED. 
Calcular ab" sila división: 
хб нахі +b 
G-Da-n 
esexacta, 
N46 в)-12 9-5 


36. Elpolinomio: 
PO) saxî + bvî + + - x c 
esäivisible por x1? G4) 
entonces el valor de (а? +b? + c?) es: 


Q16 
m 


A18 
0)15 


B)17 


37. Un polinomio P(x) disminuido en 5 es 
divisible por (x + 5) y aumentado en 5 es 
divisible por (x — 5). Cuál es el residuo 
de dividir: 


PO) +002 = 25) 


No 
D)-x 


Bx-2 EN 


Ex 


3& Si al dividir P(x) entre (x +1) el residuo. 
єз (x + 3) indicar el residuo de dividir 


P^) entre (2 +1). 


DELI 
0)х+3 


B)é*8 С) 3х-4 


вуха +3 


29. Calcular el valor de: 3(n + n + р), de tal 
manera que el polinomio: 


(re mt + 3 + mee p 
sea divisible por (x- 1)*.. 


C184 
E)132 


A) 120 
D)86 


B)324 


40. Calcular la suma de los valores de "a" que. 
hacen al polinomio: 


рОдф=х^-ак'"-!+ах-1;ає2Ш* 


sea divisible por (—1)*. 
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41. Un polinomio PG) de tercer grado es 
divisible por separado entre (x 2): (x + 1) 
у Ох + 1), Sila suma de sus coeficientes es 
730, hallar el cociente de dividir Р(х) entre 
el producto (х-2)(х+ 1)(2x +1). 


PI Bxel os 
D)-6 B6 


42 (Qué lugar ocupa el término independiente. 
enel desarrollo de C.N? 


x? Ly? 

xy 
A6 97 
C) No tiene término independiente 
D)8 59 


43. Enelsiguiente cociente notable: 
(as by +32 
аї 2240252 
Determinar el valor numérico del tercer 
término contado a partir del extremo final 
para A b=- 


A128 
0) 256 


5)32. ов 


E16 


44, Siendo: Р(х) = x x + пх-п divisible 
separadamente entre los binomios (x — а), 
(x-D), (x - c), (x d), señale el residuo de 
dividir P(x) ent 


к 


A2 
D-i 


4&. Se tiene un polinomio de segundo grado 
que es divisible entre (x — 1). Se sabe 
además que su término independiente es -3 
y que al dividirlo entre (х + 1) se obtuvo 
сото resto 8, Hallar el resto que resulta de 
dividirel polinomio entre (x-3). 


036 
Е)56 


A10 
D)4s 


в)22 


4& Un polinomio Р(х) al ser dividido entre 
O? + 1), da como residuo (- x + 1). ¿Cuál 
será cl residuo en? 


[CNA 

x+ 
Ax-1 BAG+D  Ose«n 
D)8G-1) E)4(-1) 


47. Calcular el resto de dividir un polinomio 
PG) del sétimo grado entre (x + 2), si se 
anula para: 3, x = 2, x = 1 yes divisible 
entre (х2 + 1) у(х + 5). Además el resto de 
dividirlo етте (x + 1) es 960 y su término. 


independiente es 60. 


A710 
D) 1221 


8)7200 ©) 2300 


BNA. 

48. Sea f(x) ux Pa x17 + „у +1 
Calcular el resto que se obtiene al dividir 
f°) entre f(x). 


ло En 
D) 2000 


9-1 
E) -2000 


49. Al dividir PO) entre (x + a) el residuo es 
Abe. Al dividir Q(x) entre (a) el residuo 
es 202, Determine el resto de dividir. 
1P^(9) + 000] entre (x+a), sabiendo que 


Р(х) es divisible por Q6). 
A) азе DLE 
0)16 E)4 


50. Calcular: a+b+e, sabiendo que a, b y c son. 
3 números reales y diferentes entre sí que 
satisfacen el sistema: 


а?+ар+а=0 

b+bp+q=0 

C eepeq- (c-a)(e-b) „n (3) 
A-1 52 o-4 
D-2 gi 
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P(x)= 4 


PIERRE FERMAT 

SIGUE SIENDO UN MISTERIO, Los matemáticos, desde que Euclides 

demostró que existen infinitos números primos, ban estado buscando una prueba para 

determinar sí un número dado es primo o no. Dicha comprobación todavía no ha sido 
hallada. 


No obstante, matemáticos del siglo XVII como Merseune y Fermat poseían un 
método para reconocer los números primos que nos es totalmente desconocido. 


Dichos matemáticos poseían un misterioso sistema para determinar los valores de 
р, раға Іов cuales: 


= número primo 


Cierta vezle preguntaron a Fermat siel número: 
100.895.598.169 era primo. 


Contestó, sin una vacilación que era el producto de: 
898.423 x 112.303 siendo éstos números primos. 


Con los métodos de cálculo existentes en aquella época y sin una fórmula 
general, se hubiera tardado años en encontrar esta respuesta. 
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[DEFINICIÓN 
Es el proceso mediante el cual un polinomio de coeficientes enteros se representa como la 
multiplicación de otros dos o más polinomios también de coeficientes enteros. 
Ejemplo: Риа el polinomio: 
PO)=4x"-9 
Diferencia de cuadrados: 
род) = (2x) -3* 
Ahora ya está factorizado: 
Р(х) = (2х + 3)(2х - 3) 
д 4-9 <> (2х+зу(2х-3) 


Es cualquier polinomio de coeficientes enteros que no admite factorización en Z, también se le 
lama polinomio irreducible, veamos algunos ejemplos: 

+ Ро) вх +1 езшп factor primo en Z 

+ Fü)ex'-2 esun factor primo en Z, puesto que x! -2 = (x + /2)(х- J2), V2 € Z 


e M(x)s 4х2 -1 iNo es un factor primo еп 21 ¿Por qué?, porque se le puede expresar 
as 
MG) ох +(x =D) 
Es decir acepta factorizacón en 7. 


Dado wm polinomio se dice que un factor o divisor de este es cualquier otro polinomio 
contenido en el: 


. рб)? -x-2«» DD 


observar que (x — 2) es un factor de PÛ) pues está contenido еп (х? -x-2) 


Y BSERVADICN 
Dado un polinomio, decimos que un factor algebraico de este es cualquier polinomio literal 
(Grado > 1) contenido en él. 
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Sî es un factor de R entonces la división р es exacta. 


+ ¿Será(x + 1) factor del polinomio Р(х) ex! «x^ +x +17 
Si (x + 1) es factor de РОО, la división: 


deberá ser exacta. 


Por el teorema de resto: x + 1 = 0 
х=-1 


RWS +(-1#+(-1)+1 
R(x)e-1«1-1«1-» RO) $0. 


Como el residuo es nulo se puede afirmar que la división es exacta. 
5 (x + 1) es un factor de P(x) 


+ ¿Será (x—2) factor del polinomio F(x) «x -2x* «x10? 
Veamos si la división: 


es exacta 


Por el teorema del resto: x = 2 = 0 
х=2 


RO) = (2)* -2(2° «2-10 
RG)=16-16+2-10>R()=-8 


Como el residuo es no nulo, la división no es exacta. 
+ (x= 2) no es un factor de F(x) 


1) Un polinomio factorizado completamente, es aquel que se ha descompuesto como la 
multiplicación de sus factores primos. 


2) Los factores primos podrán ser simples (si su exponente es la unidad) o múltiples (si su 
exponente es mayor que la unidad). 


3) Todo factor primo es un factor, pero cualquier factor no es factor primo. 

4) Та unidad es factor de cualquier polinomio. 

5) Todo polinomio primitivo de primer grado es primo. 
an 155 ci 
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PIDA 
Aún no está factorizado completamente, ¿por qué?, falta descomponer. “+1 
Yaque э? +1 = (х + 10002 х + 1), entonces: Р(х) = (x + DG^-x + (x 2)" зе 
зе encuentra factorizado completamente. 
Observar que (х +1) y (^ -x«1) son factores primos simples. 


Asî mismo observar que (x — 2) es un factor primo múltiple (su multiplicidad es tres, se 
repite tres veces) 


— 
Sea P un polinomio factorizado, de modo qı 
Peat. BP. c^ 

1) Número de factores primos = N° de f. p. 
N" de f. p. = 3 ¡Cantidad de bases! 


2) Número de factores = № fact. 
М де fact = (а + (1) (0 + 1) 


+ Paa рх)=(х-1(х+4) 
Tenemos: N® de £ p. = 2 
N° de fact. = (2 + 1) . (1 + 1) = (3).(2)=6 


Observa que entre los seis polinomios está contenido el polinomio constante uno, si no lo 
consideramos, luego los factores algebraicos del polinomio son cinco. 


"MÉTODOS DE FACTORIZACIÖN 
L FACTOR COMÚN: Se busca el factor repetido en toda la expresión, las variables de dicho 
término se deberán extraer con su menor exponente. 
+ Pactorizar P(x) =x" +51) +x? extrayendo х? tenemos: 
PG) e х2. (х? +5х+1) 
+ Pacorizar Rx y) = xy" =x y + xy extrayendo X^ у? tenemos: 
RO у) = xy o ay ey!) 
. AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS: Se agrupan convenientemente los términos de la expresión 
con la finalidad de obtener alguna estructura repetida. 
+ Pactorizar Р(х; у) жх? exy-x-y 
Agrupando dos o dos según: 
POG y) = (+ xy)+ Cx-y) 
POG у) = җх+ у)-(х+у) 
„=, 
estructura repetida 
Ро у) ty). 
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ш. USO DE EQUIVALENCIAS: Consiste en la aplicación de los productos notables 


+ Factorizar 


Por diferencias de cuadrados 
рх; у) = Q3) 


P(x; y) e 2x y). 2x -y) 
IV. ASPAS: 


1) Азра simple: Para factorizar algunos trinomios de grado par cuya forma general sea: 


Р(х; y) жах?" + bx" y" +су” 


Esquema: а?" + by" су” 
at ey 
aa у" 


Donde: a,cjx" y" + азсух"у" = ту" 


P(x: y) = ax" + спут) бах" + egy") 


Observación: A veces Juego de aplicar el aspa simple para culminar la factorización se 
recurre a cierta equivalencia 


+ о Factorizar: 
Р(х) 8 2x* 47x43 
Según el esquema tenemos; 


[OP + 7x +3 


Donde (20.3 + (1) .1 «6x + x = 7% 


Po) 


2x1). (3) 
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+ Factorizar 
Pos у) ex + °у*-2у* 
Según el esquema tenemos: 


Py = х1 + x5y! — ay' 

2 ay 

n EZ 
Donde (5) C) + G5) y) = x y! + 2y y 
ро y) = (0 + 27). (xy) 


Diferencia de cuadrados 
Рос у) = Ө + 2003 + УО? -) 


a 


2) Aspa doble: Para factorizar algunos polinomios de seis términos cuyo grado sea pat, 
veamos su forma general: 


Esquema: 
s POG у) s yx? + су" fox" + суу" + fa) 
e Factorizar 
ро у) = 6x +19ху + 15y - 11x -17y +4 
Según el esquema tenemos: 


P(x; y) = бх? + 19ху + 15у? - 11х -17y +4 
. E М 


2 Ро у) = (Зх + 5у—4)(2х + Зу-1) 


FOG y) = 2% - Sxy — 12y? + 14x + 21y 
Completando al polinomio según el esquema tenemos: 


FG; y) = 2x7 = бху = 12y + 14x + 21y +0 


A Ру) x + 3) 4y +7) 


3) Азра doble especial: Para factorizar algunos polinomios de cuarto grado, completos у 
ordenados 


Ро) Ък «e +dx+e 
Esquema: ax eb не Рахте 

ар, 

ante 


PO) = 


Ax ee) + пух + ey) 
Observación: A veces para culminar la factorización se utiliza un aspa simple en cada 
factor obtenido. 
+ Factorizar 
PO) e 2x* +х? -16x* + 8x1 


Según el esquema tenemos: 


APO = (2х2 -5х DG +зх-1) 
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+ Fetorizar: 
Fo) = x + 2x +502 


Según el esquema tenemos: 


FG) = б +3к MÍ + 2 
V. DIVISORES BINÓMICOS: Se utiliza para factorizar polinomios de grado n > 2 que admiten 
por lo menos un factor lineal (primer grado) 


Cero de un polinomio 
Es el valor que asume la variable de modo que el polinomio se anule, es decir: 


[*a* es un cero de PO) <> Ma) = 0 


e Para Рх) = —2х 41 unceroesx=1 
pues: PO) = (1 -20)+1=1-2+1=0 
Posibles ceros racionales (PCR) 


Es el conjunto de valores racionales que podrá asumir la variable "x" y que posiblemente anulen 
al polinomio, dichos valores se obtienen por combinación a partir del esquema. 


4 [ Divisores del término: ite en Р(х) 
In = [Buia dl imino е 


+ Para Р(х) = 207 + х2 13x +6 


Ра bcn + (Putre) | 


¡Divisores de 2| — 
Es 
ramal da dao) 


Luego Р(х) posiblemente se anule cuando: 


x=+l,x a 


+2,x=23,x= 


Six = a es un cero del polinomio PG) 


ңа) = 0» (x — а) es un factor de Р(х) 


REGLAS PARA FACTORIZAR SEGÜN DIVISORES BINÓMICOS 


Dado un polinomio Р(х) 


1) Se determina un cero de P0: x = a 


2) Por el teorema del factor (x ~a) es un factor de P(x), luego Р(х) se podrá expresar 


PG) =(х-а). 000 
Donde Q(x) es el cociente de dividir РОО, dicha división se ejecuta según la regla de 
Paolo Ruffini 
= Factorizar: 
PO) = 2 + х2 - 13x 6 
a 
1,2 


Evaluando para x = 2 
Según la regla de Ruffini, tenemos: 


Сото la división es exacta x = 2 es un cero de Р(х), luego (x - 2) es un factor de P(x) 
siendo el otro factor el cociente de la división. 


рх) = (x - 22x" + Sx - 3) 
Notar que el trinomio admite factorización, luego por aspa simple tenemos: 


2x5«5x -32(Qx- Mx +3) 
ari 
x 
+ Р(х) = (A 2)(2х - DG +3) 
ڪي‎ 
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1. Factoriza cada uno de los siguientes 
polinomios 


Ауру) sy? y + 

B) Póz y) ex y- &x*y? + бху? 
Сурху) 25x ay? 
D)PGz y) «Gc 1)7-(у-1)* 


E) PG) Gc-1)x - 2c Dx (1) 


2  Conrespectoal polinomio: 
Ро у) my" о-у + у) 
Marcar Verdadero (V) o Falso (F) 


1. Tiene3 factores primos 
how 


IL. Tiene 2 factores primos lineales. 
HL, La sumadeFP es3x +y 
& Coloca un visto ( V) en cada recuadro 
que corresponde a un polinomio que 


acepta factorización por el método del 
aspasimple. 


AYPG) нх? 20x +91 o 


B)PG)e2 5x42 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


4 Determina la suma de los factores 


primos de cada uno de los siguientes 
Polinomios. 


Куро) ах? + Sx +6 
B) PG) «ay +10х+3 
OP) ex +x 

D) P()ex'- 5 +4 
EPO ex cx -2x-1 


Calcular m" en cada caso. 


A)SiGct D esunfactorde э? «x^ mie 
B) Si (x-2) esun factor dex -m 
C) Sixesunfaciorde x - 2x +т-4 
D)Si(cé3) esunfactordex" «7x «m-2. 
E) Si GP x1) esun factor de 

x + (2m +1 


Completa las filas de la tabla adjunta 
sk 
МЕР = Númerode factores primos 
NFLP = Números de factores primos 
lineales 
МЕРС = Números de factores primos 
cuadráticos 


[Lo 


xay O 


DPQ x 2-6 O 


E) PG) ex'- 10x +9 


Resolución: Е polinomio dado es: 


Por factor común tenemos: 
Ро; y)ex.y* Gy) 
Diferencia de cuadrados 


Pue y NY) 


A cot a 


Aca 


Resolución: Procedemos a realizar agrupaciones convenientes. 
a 
Dn 


ро) =(х+1). GP - 
А Diferencia de cuadrados 


PG) а(х +1). (x +1).(х-1) 


a AD 


Resolución: La expresión dada será: 
Paya y -xy y 


Agrupando convenientemente tenemos: 
ee 
су) 0? + ху Y 
Ро у) = (x= GA + ау + у?) + ху - 1] 

nouem mtm tuer 165 AAA a РАЙ 


PNC 
Рос у) = (к-у (x+y) 11 


Observar que: (х + у)? -1- (x + y Dx y-1) 
Рос у) =(х-у)х +у +10(х +у-1) 
Luego los factores primos son: x-y% x + ¥ +1, x+y=1 


Ndefp. =3 


Resolución: Al efectuar en los dos últimos se tiene: > 
Psy: = y-y) + yy 
Agrupando convenientemente según lo indicado tenemos: 
Payiz) e xy(x-y) zz Û - y) ey) 


Observar ques = у = (x + уй -У) 
POY) YA) a(x + у)(х -у)+ хх -у) 
Роуз) (y) by 7 2(x + y) +z] 
‚РОсуйи) = (x= Ey -zx zy +22] 
Росул) «(=~ 2-21 
Вул) e (t= yy = (xz) 


^ N° бебасогез = (1 + DO + DO + D = 8 


Resolución: Е polinomio dado es: 
POG у) = ху -y ext 


PG у) = Ух —1)+ D1 
(х;у) sy. (х®-1).(у+1) 
Observar que: x5-1— (OY (1 = GP + 69-1) 
Pos у) жу. (х2 +1). О? -1).(у+1) 
A 10 asc гт Й 
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Finalmente por suma y diferencia de cubos en: э? + 1, 0-1 
роз у) = у(х +102 хе DG? «x «Dre 


Los factores primos lineales (de primer grado) son: 
yrxtlix-l;y4l 


= NedeLp.l=4 


Resolución: Teniendo en cuenta el criterio del aspa simple: 


Р(х) н 8x 63x" -8 
Lx 1 
ә? 


тод = (Bx? +1). (x1 =8) 
Rosa" » 1.-2) 
PG) т (2х + Dax? — 2x + 1).(х 2)68 + 2x + 4) 
MEA 


Nef p.c 


Resolución: Observar que: — 16c?-25b! = (4с)? - (5b)? = (4с + 5b) (4c - Sb) 


“Ahora tenemos: Р(х) = ^x^ 8acx + (4c + 5b) , (4c - 5b) 


Por aspa simple: Р(х) = a^x? — Sacx + (4c « Sb) . (4c - Sb) 
ax - (4e+5b) 
ax -(4c- 5b) 


7 OG) e [ax - (4c 5b)]. [ах - (4c 50)] 
2 Рб) ax— 4c- Sb) бах - 4c Sb) 
E Fama PIS RATA 165 ECAXEGECG— IE 
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Resolución: De acuerdo con el criterio de los divisores binómicos escogemos x = 1 


Po) = (x - DG? + 5х + 968 1) 
Aspa simple. 
P(x) a (xDD + 2x + D(x -1) 


PG) = A+ 2)(x +1) 


Pena 


eo мера 


Resolución: De acuerdo con el criterio del aspa doble ordenamos al polinomio dado de la 
manera siguiente: 
PNL 47y 15y gx + ay -8 


ae 2 


POS у) = Qx-3y +2). (x + Sy- 4) 
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PROBLEMA 10 Sî uno delos factores primos cuadráticos del polinomio: 
р(х) ахі +2х? +Sx+2 


esdela forma: x xax +b; con abe Z^ 
Calcular: a & b 


Resolución: De acuerdo con el método del aspa doble especial procedemos de la manera 
siguiente: 


PG) = x* +2? + Ox + Sx + 


зк 14 ox], 
x x 22] 
+ 3 


cada = c 


De la Condición: х2 + 3x + 


De donde: a=3,b=1 


a+b=4 


PROBLEMA 11 Factorizar: 
TG) =x 21 200 4 


Resolución: Ordenamos convenientemente los términos de Р(х) para aplicar luego un aspa 
doble: 


2 -20x 


«ox 


рх) = +7х2 + 2005? a -2) 


PROBLEMA 12 ¿Cuántosfactores primos presenta el siguiente polinomio: 
р(х) «2x + 10x +8х + 9? 
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Resolución: De acuerdo con el método del aspa doble especial, el polinomio se factoriza de 
1а manera siguiente. 


2х° + 10d +8x +9 


Ahora tenemos: 


PG)  (2x*-x 9) 8 +x +1) 
N° de factores primos = 2 


PROBLEMA 15 Determine la suma de los factores primos del siguiente polinomio: 


^ [E 


Resolución: De acuerdo con el método de los divisores binómicos procedemos a factorizar el 


polinomio dado, para lo cual escogemos: x= 1 


-1 -3 
Н 
=a 

24 2 -2 

$® n т 

Ahora tenemos: Р(х) = (2х1) Q2 + 


РО) = (2x Dx- )Gx + 1) 
Finalmente: 
Ере 2х-1+4х-1+3к+1 
-ЕЁр= 9-1 


PROBLEMA 14 Si: шуалар eee -esun factor del polinomio; 
Е #30 + 1). Calcular: P(200; - 190) 


Resolución: El polinomio dado es: 
FO) = хх + у + 4) + у + 1) 


FO) =x + xy + 4x + 3y +3 
Reescribiendo así: 


FG)ex + xy + Oy + 4x + 3y +3 


—— --- р "= 


Por aspa doble tenemos: 
FG)ex + xy + Oy + 4x + 3y +3 


z 3 
a 
FOO=(+3) (x+y +) 
Por condición: 
х+зу+ё=х+у+1 
Ahora tenemos: 
Feyexeytl uy 
Finalmente: 


(200; 190) = 200-190 + 1 
A P(200;-190)=11 ©- + 


Y ENERO. нини бн ИЕН 


Ahora por factor común еп cada grupo: á 
(ooo суза) axr. (y-3x)+ 2ely - 33) + 2xly - 3x) + xz? ly - 3) 
, Brenda el factor coni YR 

(0070 Py «(y 3x) i Оба e 22 6 2x x) 


 Agrupamos en el segundo factor: 
Росул) = (= 39) ¿[042 + xz?) + (3x + 22)] 
Pd (y -3ю.[хих + 2) + 26 + 2)] 


+ жуш) = (y-3). («+ 2). (x24 2) 


team CALAPENSHKO. 


ABRO Сї —— MZA 
Resolución: Е polinomio dado es: 

Р(х) = (х6 -1)(х* -x* «1-396 + 

Diferencia de cubos Factor comin 
Р(х) = (х2 -1)(х* +? +1)(х* -x* «0-383 (x 1-1) 
"Equivalencia de Argand Diferencia de cuadrados 
PO) = (х2 - D. (х? «x* +1) -3x* G3 -1) 
Por factor común binomio 

A) 

00569 a 

Рох) а G? -9. 65 -1* « G? -. [o8 - 06 « nf 

POO ж 6 — 1). -D (х2 «1 = OF - 1 G8 +15 


Por diferencia de cuadrados. 
PO) =[(х +1). (c DF, (x? «1? 


PO) а (х +1). (x =D". (x «0? 


Resolución: Por diferencia de cuadrados, el polinomio dado será: 
Рох; J) (x+y + y2 7+ )ررر‎ ayyy) 


Reacomodando y reduciendo tenemos: 


Po у) н (х + ху + х2у2 + х?у? + ху? yt) + х?у + ху? y) 


Extrayendo factor común según las agrupaciones: 
P(x: у) [xc te ху + у2) + у?.(х®» ху + у?)][х®.(х + у) + у?.(х + у)] 


Р(х; у) = (х® + ху + у?).(х + у?).(х + y)? ey?) 
Suma de cubos 

Pon у) = (х? +ху+у?). 02 + y) Go y) - ху + у?) 

P(x; у) = (х° + ху + у?).(х* + у?).(х y+ y?) 

M defpo4 


E (_MIIMMM«>MNAAN<>A 170 AA саас 


team САГАРЕМЅНКО 


Resolución: — Sumando y restando x^ con la finalidad de agrupar convenientemente: 
o 


рх) = GO -xD eG exe) 

PO)ex'G? -1) +(x? +х+1) 
Diferencia de cubos 

P) ex'G-DGO ха) «Gd э-х 51) 


Pi) o ex 1). DG 0 1] 


2 Ро) наза aen) 


Resolución: Hagamos que x = m; y“ = n, ahora en la base de la potencia Py) tenemos: 


16 пе + (ment 
+n emi + 4mîn +60202 атп? + nt 
Pu 2m + аш?п + 6m?n? + Am! +20 
P= 2(m* +2т?п + 3m?n? + 2mn) + n) 
ASPA DOBLE ESPECIAL. 
pe 2(m +та + n?).(m? + та + n?)a 2m? + та + n?) 
Reponlendo las variables tenemos: 
возу) [269235 y] „леб? + کر‎ уту 
Por la equivalencia de Argand: 
ron e 
а رد )16 ر‎ y 
AAA 


Resolución: ^ Reacomodando al polinomio para aplicar un aspa doble tenemos: 
та) ае tooti 21-12 
y ij 


} y 
Let а 
AA A з 
ро) = GP +3? +40 3-3) 
^ Ndefp-2 


00 (7 7х5) (12s > E 


эе. 
T n 
omm 
E 62-4) 
کے کر ا‎ -@г+з) 


PG) н Gea! -4)G5 - ax? -3) 


Resolución: Reacomodando los términos del polinomio dado: 
rel 


Sumando y restando x" de un modo conveniente: 
tere 
Agrupando cada tres términos tenemos: 
воа) =x G2 -x-1)- x6? -x-1)- 6x1) 
тх) = G?-x-1G9 x-1) 
NP de factores = (2.2) = 4 


Resolución: sumando y restando x de modo conveniente: 


EA 
(e 


Reacomodando con la finalidad de aplicar un aspa simple: 
Pi) ex! Ca 


E) —«-1) 
Hopes n 
водно] ка) 

КБЕ 
i^ LEE D62-xX9- +1) 


Resolución: El polinomio dado es: 


PG) = (x + Зх + 5)(х 7) + (х + 5)(х + 6) + x(x + 5) 
Extrayendo factor común: 


(00 Pü)s + 5) (Gc 3)(% + 7) + (x +6) + x] 
POO = (x + 5) [(х + 3)(x + 7) + 2x + 6] 
РОО ж (x + 5) 10 + 3)(x + 7) + 2(х + 3)] 
Extrayendo factor común: 
o PG) (x +5) (+ 3) Lc 7) +2] 
Р(х) = (х +5) (x + 3) («+ 9) 


Ilpex+S+x4+34x+9 
Er 


PROBLEMA 25 


Resolución: — El polinomio dado es: 


PO) sabx + (a? + Ъ?ух + ab 
Dando uso delaspa simple: 


PG) sabx (2? + bx ab 
ax b 


bx a 
2 РО) = (ax + b) cea) 


Resolución: Е polinomio dado es: 


Р(х; y) 4x" + 9y? + 12xy + 22x + 33y + 28 
Dando uso del aspa simple: 
POc y) máx! ху + 9y + 22x + 33y + 28 
2 CE // ЖИ 
2х 29 Mm 4 
ру) = 2х + 3y +7) Qx + Зу +4) 
Fácilmente podemos reconocer que el factor primo que siempre asume mayor 
valor numérico es: 2x + 3y +7 
2 Término constante = 7 


Resolución: Sumando y restando + 
рр) ex +x + +1 


РО) тх? -D+ t+ 
notables: 


PO) sx x- OF + x + 1) + (Ê + x + DO- +1) 
Extrayendo al factor común: 


PO) Oê + x + 1) [x= 1) + G^ -x + 01 
роде GF +x +1) Ox + 1) 


Resolución: Е polinomio dado es: 
ELE 
Sumando y restando x: 


team СА! ISHKO. 


 POex-x ext xXx +1 

РО) = х\б-х-1) ++ їж 

Por el problema anterior: EAT 
о? -х-1) + GF + x + 1)0-х-1) 


=~ x + DI + GP x +10] 
+ Pos -a+ G* x ex +1) 


Resolución: El polinomio dado es: 
FG) e x'-4xx-1)-1 

Agrupando tenemos: 
[m 


587 
Por factor común: 


FO) = (x= 1) GP + x + 1) - 4xix - 1) 
FG) = (х0 (GP + x + 1) - Ax] 


FG) = (x = 1) Gà -3x +1) 
Por condición tenemos: 
stax +1)е°-3х +1 


Resolución: El polinomio dado es: 
PG)» (2? ar 
Род» (2x-1*+ cx- 1* 
Observa lo siguiente: 
(2x-1) + (2-х) + (-x-1) = 0 
Forpropiedadse cumple: 
rre Cx- 07» 302-1) o Cx-1) 
PO)» 32x-1)2- 39 x1) 


Cambiando el signo: 
Род= З(2х-1)(х-2)(х +1) 
Hallemos el número de factores: 
N° de factores = (2)(2)(2)(2) 
N° de factores = 16 
Observa que entre los 16 factores están contenidos los polinomios constantes 1 у 3, 
que no son factores algebraicos. 


~+ N°de factoresalgebraicos = 14 


team CALAPENSHKO: 


она aaa 


d. Reconocer un factor del polinomio 


Py yy 


ne my 
рух-у 


оху 
Юх-у 


2. Determine la suma de los factores primos 
del polinomio: 


Par 


ax В)3к+5 
D)3x-1 


O2x-3 
DEZ 


& ¿Cuántos factores primos tiene 
Р(х) md (х + 5) -х-5 7 


m1 DE оз 
D)4 Es 


4 Noes factor del polinomio 


ро) =x +2-2 
N+ 


B)x+1 xi 


D)-2 DI 


5 Un factor de: 
POGy) = 10х1-17х2у-20у2+13х2+17у-3 


А) sé-xy«l 
в) Sé-4yea 
© x-y-3 
D) 502+4у-1 
E э°-4у-1 


& indicar el número de factores primos del 
polinomio: 
Psy) = (x + D(x + 4)-9убу =D 


A1 52 оз 
D4 DE 


PG) = хі 130 «60x? -116х +80? 


DE DEI 94 
mi E6 


а Determinar el número de factores del 
polinomio: 
PG) ex + 6x" + 7x? + 6x +1 


№2 DEI ©з 
0)16 Bis 


9. El cociente de los términos independientes. 
де los factores primos de: 


Poy) = Xx - 2y -5 - (x - 2y)45 


№20 m5 оа 
Ds ENA 


10. La suma de los factores primos del 
polinomio: 
р(х) = (x-1P -21x +41 


DESI 836-1) 
O36-0 
Dx E) 3x-2 


team СА АРЕН, 


1. Calcular el número de factores primos del 
polinomio: 
DS -x?)- 
2-00 -у?) 


A1 92 оз 
ma ms 


12. Luego de factorizar el polinomio: 

POcyiz) = xyz + 15x yr! ayas 
(Sy Dyr 

Dar el valor de verdad de las proposiciones: 
L Tiene 6 factores 
JL. Un factor es: 2xy + Syz - 2 
Ш, Sólo tiene 3 factores 
IM Un factor es: 3xy- 1 


Ауу Буу — OVEE 
D) FVFF E) WFF 


13. Proporcionar un factor primo de: 
Py) =a + be! «cy? + dy + exy + 3x 


siendo a, b, c, d y e enteros. consecutivos. 
cuya suma es 15. 


дух +2у+1 в)2х+зу+1 
Oz ysl 
D)x+3y +2 Exty-2 


M. Un factor cuadrático de: 
р(х) = ce 1(3 + 2x + 2)+1 


= 
А) х2 -2x-1 В) х2-х+1 
OY +3х+3 

руа? 525-1 РТН 


18. Mostrar un factor de: 
сул) = x ya + xy z+ хуп ye 


16. Indicar un factor де: 


PG) = 2x5 + x = 6x e 73 2 


A chay 
В) x-1 
[Ed 
D) x'-x-1 
28-322 


1. Factorizar: 


(a-b)'(c- d) 2ab(c -d)* + 2ed(a? + b^) 
indicar la suma de los factores. 


A Geste 
B) a+2b+c+2d 
С) а+Ь?+с+4 
D) att a 
E) а?-ъ+с-4 


 AQGyzt) = (х-2у)? 30 + (З3а+у-0? 
Indique el número de factores primos 
obtenidos. 


№2 m4 ©з 

D3 Юз 

Reconocer un factor де: 

роду) = ах ay? + ду ay + 
ay ema + Oya 

E mMay+z 

Ortz 

Dex Bxeyer 


Indicar el número de factores. primos del 
polinomio: 


рх) = x? -17x -36x -20 


A2 DEI 04 
Ds E6 


21. Luego de factorizar, la suma de los factores. 
primos del polinomio: 
PG; y) = (ax + by) (ay + bx) — 
— (ax + by-ay-bx)-1 


Marb+x Bab 
Dbey 


Фа+х 
Юх-у 


22. Un factor de: 
рдай +х+х? ett oa 


Next 
Boxt-xel 
С) хіх нх нхо 
D) Pea 
Boxen 


23. Mostrar un factor de: 
Росул) m (ах + by + cz)? + (ay = boy? + 
+ (az ех)? + (bz = cy)? 


Аа? +2 se? B)ax-by 
C) at by 
D)ax-cy Ba*b«c 


24. Indicar el número de factores primos del 
polinomio: 
PG) = (<® «06 -4) -x1 7x7) 6 


©з 
Es 


DII 
Da 


92 


2$. Determine el número de factores primos 
del polinomio: 


PO 


52 os 


Bs 


DE 
ma 


п. 


Indicar el valor mumérico de uno delos 
factores primos del polinomio: 


P) ex? x agua 


para x = 1 
№1 52 оз 
0)4 DEI 


polinomio: 
Рх) exo +2)+х2-1 
A16 512 ою 
Ds LII 
Mostrar un factor de: 


Po) eG + x - 1® + (2x +1) + xf +1 


Ax+1 DESTE 
[E 
D) «2c43 [rl 


Proporcionar un factor de la suma de los 
factores primos де: 


Рх) т х5 +х* +29-1 


Mr Вух?-х+1 
Ox 

D)x-1 Exil 
Indicar un factor де: 


Роуз) e ey ent exte yt egt 
ок уі сва (уча 


юх-у+т Bxeyez 
СЕРА 
D)x+ 2y +2 Bx y4 


Determinar el nümero de factores primos 
del polinomio: 


Роу) = (x + y Pad + 3xy ey) 
- 6xy[(x + y? -xyl 


EI 52 os 
»4 DS 


32. Caleular el número de factores del 
polinomio: 


ty yo 
№3 DII C18 
D) 27 E) 54 


Un factor de: 


28 1-0 + өгү? + ху? ey 


Aa-my-y! вуху 
с-ун 
D))*2xy«2y) 1 E)2xy-2y^-1 


34, Reconocer un factor de: 
PG y) = (a+ bx? (a-b)? y?+ 2(a?+ Ь?)ху 


А) (bye (a - Dy 


B) (а+Ых-(а-Ыу 
© x-y 
D) (a*bx«(a-bPy 
E) ax + by 
35 Si PO) = x(x + 2-3) + ax + a) es 


factorizable en Q. Indique la suma de 
factores primos obtenidos, si: 
aeZ^-9sac-l 


А)2х-5 
0)12-15 


B)2x-19 О2х-1 


Е)2х-25 


3& Indique la suma de coeficientes de un factor 
primo de: 
AG) = xG + 1) - (х? + 5х®-4) 


N16 вую o2 
0)20 ES 


37. Indiqueun divisor 
RG) =x? 1 + xx + 1) 


DA 


Bet- 


0)х2+х+2 


зв. Dar la suma de los coeficientes del factor 
primo de menor grado en: 
O + 1)7 «2090 + x" 


DI 97 ов 
0)17 E) Más de una es correcta 


29. Sisefactoriza en el campo real el siguiente 
polinomio: 


Po) =9(х + 2)°(2x +3) +1 
Se obtiene un factor que toma la forma: 
FO)» 2m? + Зах +31; man e Z* 
Calcular el factor lineal de: 
RG)ex"-nx 8 


А)х+1 В)х-1 С)зх+1 

D)x-2 E)x+2 
40. Factorizar: 

йб; у) =x + зуд? + y) + y* 

Indique la suma de factores primos. 

А)2(2х +3) B)3(x2) 

С)2(2х +1) 

D)3(2x+ 0 Е)2(х +1) 


AA EE) рт с=т == с 7 


а 


Factorice еп el campo de los nümeros 
reales: 


4& Luegodefactorizarel polinomio: 


9 400 + ах + P - 27( + aat 
„б qose n 
NA # amamos: 
Señale el número de factores primos: Н 
A) Sólotiene res factores primos. 
Mi) m2 Os @ soedencdosfacores primos 
0)6 807 MU с) sólounfactorprimoserepite dos 
a veces 
Factorizar e indicar el número de factores Ê D) Todoslosfactores primos se repiten dos 
Primos racionales: E veces 
PO + 25-52 +1 LES 2 
= " н 
71 dr Ex $” Lego de сотга polinomio: 
D4 B5 = род) х? 2x -x-1 
E Indicar la suma de los coeficientes de uno 
Luegode factorizar: regios: 
0-102-40 -9) +3204 13 A жа AS 
Indique la suma de los coeficientes de uno D DE 
desus factores primos. 
4&. Señale el número de factores del siguiente 
лв в-а o2 [XL 
D5 юзо ро) = x" - ax? + 6x ax +1 
m №25 m24 o14 
»2 юв 
20527 Зо 1] ex] ee 1) +1 
mes 4$. Determine el valor numérico de uno de los 
factores primos de PO) = x + GË + 1)? 
лв 94 ов parax=-1 
D) 
и Ө ®-2 »-i oo 
m1 52 
Luego de factorizar en Q, el polinomio: 
30. Determine el número de términos de un 


рр) e xP xf ead 
Indicar la suma de coeficientes del factor 


primo de menor grado. 
А2 ва O22 
D)10 Bu 


factor primo en Q de: 


FO вд? + xf + 2x ex жэ?-1 


A1 
Ds 


92 o4 


56 


а Án L3 


team CALAPENSHKO 


TN y 


'¡MEMY0€ Politioniios 
Fracción AG [ebraica 4 


CAPACIDADES: 
+ — DeterminarelMCD y/o MED de oso más polinomios: и 
= Identificar fracciones algebraicas. “ 
+ Efectuar operaciones con fracciones 


ARQUÍMEDES 


ARQUÍMEDES DE SIRACUSA (287 - 212 a. C.), fue uno de los más grandes 
pensadores de la antigüedad y uno de Jos matemáticos más originales de todos los tiempos. 
Es conocido por muchos inventos tales como los engranajes con ruedas dentadas, el uso de 


las palancas en catapultas militares, el tornillo sin fin, el principio de Arquímedes referente 


гаг hoy, 


a los cuerpos flotantes, los espejos parabólicos gigantes cuya idea se ha vuelto a u 


2 100 años después, en las centrales heliotérmicas, y muchos más. Se cuenta que cuando 


descubrió su famoso principio, estaba en su tina y salió desnudo por las calles de Siracusa 


úpritando¡EUREKA, EUREKA! (iloencontr 


Murió a los 75 años, cuando las tropas romanas invadieron Siracusa. Se cuenta 


-oncentrado en el estudio de una figura geométrica dibujada en la. 


que Armímedes esta 
arena; un soldado romano se le acercó y le ordenó varias veces que lo acompafiara, 


Arquímedes siguió absorto en su problema y el soldado enfurecido lo mató. 


Entre tantos teoremas que nos dejó Arquímedes podemos destacar el siguiente 
"Entre dos números fraccionarios existe otro número fraccionario cuyo valor es igual a la. 


semisuma de aquellos”. 


team CALAPENSHKO 


El MCD de dos o más polinomios es otro polinomio de mayor grado posible que tiene la 
propiedad de dividir en forma exacta a cada uno de los polinomios dados. 


El MCM de dos o más polinomios es otro polinomio de menor grado posible que tiene la 
propiedad de ser divisible por cada uno de los polinomios dados . 


1) Se factoriza completamente а cada una de los polinomios dados. 


2) El MCD estará representado por la multiplicación de todos los factores primos comunes 
considerados con su menor exponente, 


З) El MCM estará representado por la multiplicación de todos los factores primos comunes y 
по comunes considerados con su mayor exponente. 


Ejemplo: — Determinar el MCD y el МСМ de los polinomios: 
Р(х) тх? «x! -x-1 ^ Qe 


Luego de factorizar se tiene: 
. Waa- 
+ DD 


Finalmente tenemos: 
MCD(P,Q)=x+1 


* MCM(P, Q e xD (x- 1) (x2) 


¡TEOREMA 


Para dos polinomios A y B el producto de ellos será idéntico al producto de su MCD 


рог su МСМ. 


team CALAPENSHKO 


Rs toda expresó dela forma А donde A cs Hamado numerador y B denominador siendo 
n-—  — 


* Son fracciones algebraicas: * No son fracciones algebraicas: 
зала вы 2, 27 
eax x-2 7 + 


Dada la fracción F de términos A y B, es decir: Fz т 


1) Sisus términos son de igual signo, la fracción es positiva. 


2) 81 sus términos son de signo diferentes la fracción es negativa. 


ЗА A 


¡CLASES DE FRACCIONES. 


1) FRACCIÓN PROPIA: Es aquella fracción donde el grado del numerador es menor que el 
grado del denominador, en cualquier otro caso la fracción se llama impropia. 


+ Son fracciones propias: = Боп fracciones impropias: 
х_ 2, xXx зї x'-x у хал 
maro xc y 


2) FRACCIÓN IRREDUCTIBLE: Es aquella fracción donde sus términos son PESI (primos 
entre si). 


х2+7 
es irreductible 


х-1 


¿no es irredueile, puesto que (t= 1) es factor común еп sus términos 
ex 


ar gE TA 


team CALAPENSHKO 


n есето, 4 


3) FRACCIÓN DE VALOR CONSTANTE: Es aquella fracción que asume igual valor numérico 
para cualquier conjunto de valores admisibles para sus variables. 


2х+4 
х+2 


ез de valor constante igual à 2 para todo valor de x distinto de -2 


Observación: Los valores admisibles de una variable еп una fracción vienen a ser todos 
aquellos números que no anulan al denominador 


Propiedad: Sila fracción: 
axebxy + y 
POY) «^+ ty 
Daxe rey 


ез de valor constante se verifica lo siguiente: 


valor constante 3e D. 
xh 


4) FRACCIÓN COMPLEJA: Es aquella fracción donde el numerador y/o denominador es una 
expresión fraccionaria, veamos algunos ejemplos: 


CARACTERÍSTICAS NOTABLES DE ALGUNAS FRACCIONES 


1) FRACCIONES HOMOGÉNEAS: Dos o más fracciones son homogéneas si presentan el 
mismo denominador, de no suceder esto las fracciones se llamarán heterogénea: 


* Son fracciones homogéneas: = Son fracciones heterogéneas: 
27, 0-2 хат y 047 
varia a 


2) FRACCIONES EQUIVALENTES: Dos o más fracciones son equivalentes si asumen igual 
valor numérico para todo valor admisible de sus variables, veamos un ejemplo: 


team CALAPENSHKO 


Es el proceso mediante el cual se obtiene una expresión equivalente a la fracción dada. Para 
simplificar a una fracción se consideran los siguientes pasos: 


1) Se factoriza completamente a los términos de la fracción. 
2) бе simplifican los factores comunes en los términos de la fracción. 


Ejemplo: — Simplificar 


2-х-12 
عم‎ 
Krasa 


Resolución: Factorizamos cada término según el método del aspa simple 


x-12 <> (x-4) (x+3) 
x +4x+3 о (DAD 


O03) 
DAD 


Finalmente cancelando factores comunes tenemos: 


rW ¡xd ; xe¬ 


1) ADICIÓN Y/O SUSTRACCIÓN 


+ Para fracciones homogéneas: + Para fracciones heterogéneas: 
ay + bx 
x 
ay-bx 
xy 
c ayer bx ey 


x 
a 
a 
x 


b 
y 
b 
b 
x 


z » 


2) MULTIPLICACIÓN 3) DIVISIÓN 


"Producto de extremos entre producto 
Че medios" 


team CALAPENSHKO. 


Es el proceso que consiste en transformar una fracción dada como la adición de dos o más 
fracciones simples. 
CASOS DE DESCOMPOSICIÓN: 


1. Sieldenominadortiene únicamente factores diferentes de primer grado, por cada denominador de. 
1а forma: ax + b, le corresponderá una fracción simple de la forma: 


2 i; a = constante 
eb 


П. Siel denominador presenta factores repetidos de primer grado de la forma: (ax + b)", por cada uno 
de estos factores le corresponderán n" fracciones simples de la forma: 


=p E GU n Jue 


III. Si el denominador presenta únicamente factores cuadráticos primos de la forma: ax" + bx + c, por 
enda uno de estos factores le corresponderá una fracción simple de la forma: 


wired 


m 


IV. Siel denominador presenta factores primos cuadráticos repetidos de la forma: (ах? + bx + с)", por 
сада uno de estos factores le corresponderán ^п” fracciones simples de la forma: 


Eo rhe, ih рысы 
Po (2 ebrec? (ах + bx + (ах? «bx e^ 


8]. 
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1 


Determine el MCM de los polinomios. 
propuestos en cada caso. 


A) PO) ex -x-2 
Фо) нх? + 5к+6 


B) PG) ex^ -25x 
[E 


2 


O PG)». 
об) нх? +3х +2 


Determine el MCD de los polinomios. 
propuestos en cada caso 


A) ро) ex 4x 
ооо «x*-16 


[E 

C) PG) ex -2x-8 
[d 

Marcar Verdadero (V) o Falso (E) 


1. Si % es el MCD de M y N, las 
divisiones M y N son exacras..( ) 
A RA 


IL Si "A" es el МСМ de M y N, las 


divisiones ^ y А sonexactas..() 
M'N 


Ш. Si A" y "B" son P E. SI, entonces su 
MCD esla unidad O 


4 Coloca un visto (Y) en cada recuadro 
que corresponde a una fracción 
algebraica. 


x -4x+1 
^ х+1 
7 
Р) x -х+10 
axel 
4 10 
nŠ 
x 
2008 
2009 
5, Coloca en cada paréntesis FP (fracción. 
propia) o FI (fracción impropia) según 
O 
3 
O 
O 
O 


6 Determina el conjunto de valores 
admisibles (C. V А.) al cual pertenece 
la variable de cada fracción: 

AFG) = 
ВРО) = 
Оғо) = 
DFO) = 


EFO) = 
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PROBLEMA 1 Reducir 


Resolución: Sea L el equivalente reducido, luego: 


PROBLEMA? Determinar el equivalente de: | 


1 ___2зЬ+ай+аЬ)+1 
1+(а+1Ь 


Resolución: Llamando K al equivalente y transformando la primera fracción tenemos: 


2ab + a(1+ ab) +1 
T+(a+Db 


ab=1 Zabrasaibel 


Resolución: Pactorizando cada término de la fracción: A 


Con el numerador: БЫШ С s 
Non 
не(х+1).б2-1) 
Ne. Ge. 

Nate xm 

Con el denominador: < 
Dead 
DD Ө? -1)у=(х-1).(х+1).(х-1) 


Resolución: — Llamando Е а la expresión y extrayendo el signo (>) del término central 
tenemos: 


бел tg IU e TQUE 
хї+2х-3 3х°-2х-1 3х®+10х+3 


team CALAPENSHKO: AS 


Factorizando cada denominador según el criterio del aspa simple 
tenemos: 
ELA CETT T 

IG) (+00010) (3910093) 
3к+1-(х+3)—2х-1) 
(х-зу(х-1)(3х +1) 
„3х+1-х-3-2х+2_ o 
DEAD AAA 


EN Descierdocon laesi: MCD (RQ, R) = de donde “d” es el máximo común 


divisordea,byc —— 
Porcondición: 


a-l=14b+1=2Ac-1=3 
a-2 ^ bel a. c=4 
Finalmente tenemos: 
ioo o p Kemab eae cbe 
к= ша) + (2(4) + Q4) = 2+8 +4 
2 K=14 


Resolución: —— Deacuerdoconlarcoría: 
MOM (RQ) =6куч? 
Por condición tenemos: 
a=6 лЬ+1=4лс+2=6л4+3=5 - 
^ b-3 л c4 л d=2 


Resolución: — Deacuerdoconlateoría: 


MCD (RQ) = (x 4) 
[MCD]* =7+3=10 
De acuerdo con la teoría: 
мем (RO) = (x + 2)* (- 6: 0" - * 
[MCD]j* =8 +5 + 10+ 6= 29 
e s à 
[MCD]* + [MCM]? = 10 +29 
ES IMCDI* + (МСМ) = 39 


Resolución: — Deacuerdocon a teoria, si F; GO y F(x) son homogéneas e cumple que: 
ax+4 = Sxem-l 


Dedonde tenemos: 
a=3 лт-1=4 
4 a-3 ^ m=5 
 Ahorase tendrá: 


EX 
E 


[EL 


" اک‎ 
e 


enr сысы Н eee r ш 
CIENT 


EH REI 


eo) 
Reemplazando tenemos: 
069-09) 


E. SEE 


PROBLEMA 10 ¿Cuántos factores primos tieneelMCM delos polinomios: 


rus y tia 2 
UE ONE geh RR SSA I UT 


Resolución:  Foctorizandoal primer polinomio: 
Pa 
PU 
P-D +1) 
Род =(х + 1)(х-1)(х + DO +1) 
Ро) e Gce1* G- DG +1) 


E A r 


RENAL c lE TETTE 
Factorizando el segundo polinomio: 
ЕЯ 
Фо)= 0? +1)02-0) 


осд=(х+1)оё-х + а-о? +x + 1) 
Deacuerdo con la teoría tenemos: 


MCM (P; Q = (x + D (e-1) -x + 1) GP exe) 
2. N*defactores primos = 4 


Resolución: Factorizandoal primer polinomio: | 
поната | 
poer eene oen 


POr 
Factorizando el segundo polinomio: 


Us +3 
Об) нх? es e3x +1+2х+2 
EE 
Ve UR оода («+ [0+ 1* +2] 
QUO) DOF 2x3) 


Resolución: — Haciendo un cambio de signo en la tercera fracción, la expresión propuesta se 
puede reescribir así: 


uu. uut к+у-2 
9-2 2y-2 


VELLE 


reia AT 


Dando común denominador: 
„(®+у+2Ху-2+Жх-у+2)-у(х+у-2) 
Foy) 2/62) 


Efectuando operaciones: 
F-a A E 
Focy) 2у(у -2) 
کے‎ р 
коз) = эу” эму 


Sea Kel primer miembro de la equivalencia, es decir: 


Resolución: 
a JH 
Donde: uvam 
; Tra 148 
е e 
ETT 
SETS таз 
Ti-a isat 
n 
са 
De la equivalencia (a) se tiene: 
m-16An-15 


m+n=31 


Resolución: 1а equivalencia dada es: д 
57, шух+Ю+п.(х-2 
Pa DD 


5х+7_„ Menx+(m-20) 
xi-x-2 -x-2 


Luego tenemos: Sx-+7= (m+ n) + (m —20) 
De donde podemos notar que: WP 7j japon 


-5. Ao 
men=5 a m: ҮҮ 


Resolviendo tenemos: € s 


Resolución: Пе acuerdo con la definición del MCD, podemos afirmar quex- 1 divide 
exactamente a Р(х) y Q(x), luego: 


MES 
x 


Por el teorema del resto: 
x-1-02x-1 


Ahora en el dividendo: 


0P -60 +110) +а=0 
1-6+11+2=0 


same еу 


е 
Ya que Q(x) es el МСМ(Е F) entonces Р y F lo dividen en forma exacta, para 
hallar “a” consideremos: 

хэ -х2-9х+9 

EI 


E 


Ч 
método de Horner: 


PES 
ara 343a 
11-3; 0 o 
En la columna del residuo se cumple: 


9+3+32=0=a=-4 
Ahora tenemos: F(x) ex? - 4x39 (x-3)(x-1) 


Además: рх) =х® +2х-3=(х+3)(х-1) 


MEDE; E) =х-1 
| 196 LÉGER 


team САГАРЕМЅНКО 


SFONDO EDITORIAL RODO > METI 


Resolución: F(x) divide en forma exacta a РО) y QÛ, luego: 
1° división exacta: 
x +з +ах® 9x eb ч 


-3а-15 5а+25 


A nd 


En la columna del residuo se cumple: 
35 +10-15с=0 
с=з 


9 +5с-15-6+9с=0 
d=-21 


л a+b+e-d=7 


esi. “Ына 
Factorizando a cada uno de los polinomios dados: 


1 
Reg“ 22 
5 sanea- 

P(x) = (x= DG! +2) 


О Qu) 2 2a -ax- 2e a ex! -x- n) 
Ох) = ZG «x*) + (x= Da A Gc) - G1] 
QO) = Ax +x? - 1] = 2(x DADA 
Обо) e 20 +1Ў.(х-1) 


RG)ex* «x! -x* -x exp ext 
Pare de Q 


Ко) = xGce (x-1) 


A МСР; Q; R) ex- 1 


A EE EEEDIDLINER 


Resolución: ^ Factorizando a cada uno de los polinomios dados tenemos: 


ро) =х2+4х+3 =(х+3)(х +1) 
x 
x 1 


Об) х2 -4х+3 2D 
х 
x a 


во) = х4 -1p*«9 m0- 90-1) 
“> 
x 1 

код = (х + 30-30 + 06-10 


Бх) = х? + х®-9х-9 БЕСЫ 
FO= (s+ DE29) DADA 


2 MEMO: QIR = (¢ + DO 0% + 3) -) 


MCD(P, 0). MCM(P, Q) =P . Q 


EA 
[MED(P, Q) . MCM(P, ©] = [Р.О] 


Por propiedad de grados: 
corr, oj] + [MCMCP, 0] = Р] + [01° 


"Por dato: (мр, 9j]* - Moo] - 2 
2+ MME, QF =3+4 
2+ [MCM(P, Q] =7 
2 (мсм, o-s 
атана Epi RC 
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analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
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Resolución: Observar que la fracción dada se puede representar de la manera siguiente: 


x43 

[27773 
De acuerdo con el caso (II) podemos plantear: 
7 хз а » 


Gen xel eu 
хез a+ Deb 
[7:73 «+ 


Por propiedad de fraciones equivalentes: 
x+3=a(x+1)+b 
X+3 max + (a+b) 


Resolución: Observar que la fracción dada, una vez factorizado su denominador se 


representa asf: 
2х2 + Sx =1 
(x-0.6* x0) 
Рог combinación del caso (1) y el caso (III) tenemos: 
2х2 +5х-1 a bx+e 


Go  X-1 axe 
AA ap +x D+). (bx +e) 
ARE G-D.68 «x«1) 


Por propiedades de fracciones equivalentes, tenemos: 
2x +5х-1=а(х® ex +1) +(х-1)(ък (0) 


team CALAPENSHKO 


FONDO EDITORIAL RODO ALGEBRA а А 


Hagamos x 


Efectuando en (1): 2х2 +5к—1 = (a b)! +(а-Ь+с)х + (ae) 


Como sabemos a - 2: 


FROBLEMA23 Dado: 


Calcular “m” si PPQ) es independiente de x. 


Resolución: Hallemos РРС) en P), para lo cual reemplazaremos x por P) vea 
me» 
PPO) = 
ung Р(х) -4 
AE 
ро) — 3-3 
х-4 


mhkemex-t 
рро) 853 4 
= тх -1-4х +16 


(т? « Dx + (m-4) 
рро) =“ 
0 (m-4)x +17 


Como P(PO9) es independiente de su variable, se cumple: 


m-4 


17m +17 = m? -8m +16 
1622 + 8m41-0 
(4m+1=0 =4m+1 


Resolución: Se debe cumplir que: 
xx -6x20 
xG^-x-6)«0 
x(x-3)(x + 2)20 


De donde podemos apreciar: 
xe xeSxe-2 
CV.A.- R- (C2,0:3) 


Resolución: facorisando cada polinomio egi el crier de los divisores binómicos: 


х) «(х-к -2) 
Finalmente tenemos: 
MEM) «(х1 + 206-2) 


team CALAPENSHKO. 
Соро EDITORIAL E cara 
Resolución:  Deacuerdo con la teoría podemos plantear dos divisiones exactas. 
ESTARAS 
&-26-3) хї-5х+6 
Según el método de Horner. 


© а =-68 y b=132 
+. am-bn--6560 


A) teet) y 


(OS 
Foris equivalencia de Lagrange: 
Ca, A aS a 
саў [253 [25 


Desdoblando en cada fracción obtenemos: 


team CALAPENSHKO. 
MURO С с ATA 
тген әгә] AT E 
Que (ey Gney 
rte 
وم‎ + 
A ipes 


Resolución: Una rápida inspección permite apreciar que: 
(x-y)*G-2)* 2-х) 70; 
Luego por una equivalencia condicional tenemos que: 
(к-у? + y-2" + (e-0 IS) 


Asimismo se sabe: 


буна ex ey RANA 
Si"k" es el valor numérico, tenemos: 


72472) 421.216 


224-216 256, 25,2 
a-x = 225-225 22 2 (2۔ )2ے‎ 2 
ужа 27-25-25 23-24 2 2 کاو‎ 22 
y-x = 24-25-24 25,2442 
y-z = 22/225 225 2 20.2) e -2 

tenemos: 
ETE 

C225)C22*)C22*) C2 
3 


ж кя. 


Finalmenteen (1) 


Eo э, 


25-42 42428 
а? -4а-32=0 کے‎ 


a=8va=4 
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Resolución: Ре acuerdo con la teoría podemos plantear la siguiente relación: 


axê 3-2 A,B, CO 
Xena x x xd r 


AP x32 „Аку эх CEA 
E DE 


Ahora se cumple: 
Ax x -3x- 25 Ax 1 +В(х +® + C(x +1)+0х® 


team CALAPENSHKO 
LIBRO. 


Para x 


Para x 


De D=4 


Parax=1 


De aquí obtenemos 


2A«C 


а) 


A «B- AC 4D 
32--2A-2-4C-16 
:32--2A-4C-18 e» 2А+4С=14 


De aquí obtenemos: 


Resolviendo (1) y 
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21 
E 
se obtuvo sumando las fracciones: 
А 
Da i a 
Calcular: (A.B) 
2 узо B-20 ©з 
0-5 m4 
& Sise verificala identidad: 
E E 
daa 3 xd 3-3 
Nb Ba oa para todo número real *x" distino de-1,0y 
Sus ni 3. allarel valor dea. b.c 
1 1 3 
na »-i o 
2. Calcular “a? — b?" sî la fracción: T =) Ы 
pay a aD (a Dy +1 0-3 DA 
e E 
tiene un valor constante. s 
№7 512 оз 42-195 азы е 
ms Es DA х1 x-4 
met Aus m9 on 
(р-2х+(2р+ А 5024 BR. 
ER: & El numerador de una de las fracciones en 
Tiene un valor constante para todos los GE Din. 
valores de “x” е “y”, entonces este valor 
constante. Жыз ОШ 
х®-х*-11х+15 
1 1 es 
БЕ »-i 
nid. юв $2 CESSI 
27 D)3x Earl 
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BROT ZA А 


9 Simplificar: 

-3f - x(x - 6)(x = 4(х 2)  10x(6 - x) «9 
REN omis Ж 
DEA) 1^ G^ 2x) 19x(x-2) 


A1 92 ©з 
0)4 Юз 
10. Simplificar: 
(ce c 2) s s an As GP E 
(+4 + 
Em 92 o4 
D)8 E) 16 


п. 


y Q son dos polinomios factorizables. 
definidos por: 

P) 6x + а Si + mx + n 

Об) «2m +20 + px-q 
Talqueel MCD(P; Q)m 2x + 2x* + 1 
Entonces un factor del polinomio Q(x) es: 


Ayx-2 
D)x+2 


B)3x-1 ©зх+1 


Е)3х+1 


Р(х) = (x + 3)[x?  (a- 2)x-2a]. 


об) =(х-20[х® (b + 3)x + 3b] 
y teniendo que: el TL del МСМ es 120 y el 
coeficiente de "x" al efectuar: МСМ + MCD 
es 1. Calcular: 


alb! ; а>Ъ 


12 st 


AJO,O1 
D)0,20 


B)0,05 ©)-0,05 


E)-0,04 
4i. Dadoslospolinomios: 


Ро) =x + 4х° ea + 11x +6 


Об) ex -x* + х2-Ьх-4 
Si el MCD de P y Q es de tercer grado. 


Hallar: a.b.x 
мло 512 916 
D)18 524 


44. El producto de dos polinomios 
(Ê + 17 — 4x y el cociente del МСМ 
entre el MCD de ambas es 
(GC + 1)7- 4x. Determine el MCD de los 
polinomios. 


A («Do?-n 

в) (-DG«n 

о б?+х+їх+ї) 
D) б?-х+)б?+х+1) 
E Gx-DG-0 


4& Sabiendo que: Р(х) y Q0) son polinomios 
 mónicos, de tercer grado y cuyo MCD es: 


O-n; n>0 
Además los datos: 
P(O) = 25; 000) = 0; Q(3) = -120 
Calcular: МСМ + MCD 


0x7 
кух? + 28x 


А)хї-7х+6 В) х?-14х 
D)x* +7х 


16. Determinar el MCD de los polinomios: 
Р(х) вх? +x +1 
обо) « 6:6 —1)+ хх 1) 


Ax exel вух? -х+1 

сз?-х+1 

D) +х+1 Бух? -x* +1 
47. Simplificar: 


ax «aexty 
[ror 


OEE 208 EES EEE 


ло Lr 2x 
3x 
DI СЕ 


19. Reduciendo asu mínima expresión: 


H n 
aa a -D 

Tow mI 
a а+(а®-1# 


resulta: 
ata в)1 Cira? 
i 
D) лаа? -1)# Eo 
20. Si: 
а+ъ+с = 
Simplificar: 
PETIT sd 
Sabe 
A)G'-b? B(«b* O+ 
D) (а? + Бе)? Darf 
21. Siendo: 
в-а? 


ЕЗ 


у-@+е-®@а+ь-© 
@а+Ъ+©®+е-а) 


Calcular: 

[STI 
DI B1 02 
DEI D4 


б? +6х + 40(х Y +(x +3) 


Ска) +6х ed) +1 
Apex вух? -х-1 
O-z 
Dx +x-1 Eua 

asi 

ЕЕ 25 

rez 
Reducir: 

ах + bya D(x +y +) 

xy жа)+убх n ec y) 
Aacbrc Ba+b-e 
Oa-b+e 
mı E)b-are 


24. Qué valor asume la expresión: 


A rare riarica 1 #f 
Ж. Indicar la fracción simple de mayor — 30 Calcular: 
numerador de las fracciones de: 


о B1 от 
0)2 5-2 


f. Si a +b +e =0, simplificar: 


3 
A-1 8)1 os 
1 5 
Da DI 
Sabier 3 
Mss zi. c „а+Ь+с 42 E 94 
E 0)5 56 
ael Bei eT п 
Simplificar: 
врзал berben acecen * сс "m 
1 75 prami 
$ Men AE 006 sz) 
An ву Оза à 
Dján E)5n no » са 
а 
nn E) xyz 
20 Si: abe =1 2а 
Reducir: 34 Simplificar: 
CU LEE E S xty-2«yG-3) a-y) 
ari berberî Generi аена 
ET 52 ©з Axeyer mo 
1 1 Ox 
02 B3 D)xy+x2+yz Ex-y+z 


e ` D €: 
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3 si 
xtyti-2234y + -8-1 
Calcular: 
Ae 
Ser oa Sey 
Er m2 оз 
06 52 
3 
^ (ab)? + Бо? + (ac)* 
вк ож ab berac 
DES Ee 
A)ja*b*c В) abe Q1 
з. Efectuar: 1 1 
Darbre Bac 
4f. Determine el número de factores del МСМ. 
de los polinomios: 
PO)elexex ex! ex! ex 
[d 
x42 RG)elexex + х? +... 
DE ої 
2х 2х-2 A6 LII С) 15 
Dig ч х+2 0) 64 DE 
38. Sila siguiente fracción: 42 Si el МСМ de los polinomios Р(х) y 
A smi em e QI? об) е x" +229 «1 y su MOD es 
m nx + Qm +1 
s у 209 +х20-х-10+2. ¿Cuántos factores 
es independiente de "x" e “Y”. Calcular: tiene el producto de dichos polinomios? 
mon 
А6 в) 4 С) 24 
A1 BA o2 
Ds D4 D)32 E)16 


a A 


feamGPAPENSHKO. 0000s rare ИЩУ" 


43. Siel MCD delos polinomios: 4T. Reducir: 
Pa tatt M 
LL 
QOD =x" + bx 12 n-1+ 2d 
ез de segundo grado, encontrar la suma de A css 
los factores no comunes. ^ 
CERT 
pom 
A2x+1 — B2x2  CJ2x+3 1+3 
0)2х+4 axes 
n +1 y 
DI n 
44 Calcular el valor de “a” para que la "m "n 
fracción: 


х? -ax* 19% 
x= (ae DX + 23х. 


admita simplificación. 


109 = 


A5 96 ов 
0)7 E15 
45 St: 


(ab) aree) ate, 


ab be жу,» Ox 
Calcular: 157; 
entonces ambas fracc i 3 
p b+ -latib +c) ga mne 
(ab)? + (bc)! + (ас)? A)xyexreyz B)xyz Oxeyez 
En 92 Er DES Di 


De 
à RAS, 50. Mostrar el equivalente de: 
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1 850 en Túcume, departamento de Lambayeque (Perû) 
(El departamento de Lambayeque tiene como capital departamental 
ala ciudad de Lambayeque). A los 14 años fue cajero en una empresa. 
despepitadora de algodón, pero no dejó de lado sus estudios que lo 
llevarían hacer profesor y ast fue: а los 20 años obtuvo el título de 
preceptor otorgado por la comisión departamental de Instrucción. 
pública en Trujillo el cual le permitió dirigir la escuela oficial de 
Túcume de 1870 a 1874 entre 1 875 y 1 876 dirigió un colegio de 
instrucción medía en la ciudad de Lambayeque, enseño allí matemáticas y ocupó en él el 
cargo de vicerrector. Entre 1 876 y 1 877 tuvo bajo su cargo una escuela primaria de 
Lambayeque. 


FEDERICO VILLAREAL 


La experiencia de Villarreal como maestro elemental señaló sólo una primera 
etapa. Su vocación de matemático bullía desbordando su enseñanza humilde. Ya en 1 873 
cuando contaba con tan sólo 23 años descubrió un método para elevar un polinomio. 
cualquiera a un exponente natural cualquiera. 


Entre 1877 y 1 890 estudió en la sección de ciencias matemáticas en la Facultad 
de Ciencias de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM) graduándose 
como bachiller en 1 879 con la tesis: “Fórmulas y métodos que deben completarse en 
matemáticas puras" y como licenciado con la tesis: “Efectos de Refracción sobre el Disco de. 
los Astros" (1 880). En 1 881 se graduó de doctor de ciencias matemáticas mediante la tesis: 
"Clasificación de curvas de Tercer Grado" destacando por su originalidad y conclusiones lo 
cual le mereció a Villarreal la medalla de oro, ororgada por la Facultad de Ciencias al primer 
doctor de su época, quien a la vez, se constituye en el primer matemático profesional del 
siglo XX enel Perû. 


El sabio Federico Villarreal murió en Barranco el 3 de junio de 1 923, 
rindiéndosele honores péstumos correspondientesa la categoría de ministro de estado, 


mue SEHE: 


team САГАРЕМЅНКО 


DEFINICIÓN | 
Dado un número natural “n”, el factorial del número ^n" es una relación funcional que se denota. 
asî: nl = |n = n] y se define de la manera siguiente: 


e 21222 + [7123.4 724. 

* B-1n2.5-6 + [5712.3.4.5-120 
TEOREMA vnez 

+ = 76 7.65 e  0=109=10.9.8 

* 18 = 187 = 18.1716 to [21-21120-21.20.119 


I DESERVACIN 


El teorema anterior es muy útil para efectuar operaciones de adición, sustracción o división 
entre factoríales, veamos algunas aplicaciones. 


e 02403 = 1213.02 = 14.2 
. 07-06 = 1716-16 = 16116 
^. 12. 10:2 50 

bp e 


Debemos tener en cuenta que siempre se expresa el factorial mayor en función del menor. 


team CALAPENSHKO 


Dados los naturales п ^ k de modo que 0 < k п, el combinatoro de^ en * denotado por 
С}. se define de la manera siguiente: 


de E E 
* Ci-g se 23-5 


76:54 7.5235 


5 
6 


; д 
C^&gB^ e 


1) Básicos: 


сен: 


2) De Complemento: 


е Cor Cr 


ncm 
- er (Eger qe 
nl 215 $ x 


team САГАРЕМЗНИО, 


e C=C a «=4 v x+ 4-10 
-4 vano 


Dados m e Rak € М, el coeficiente binomial de m en k denotado рог (f) se derne det 
manera siguiente: 


Observe que el numerador presenta "Kk" factores, 


* i emen Axes. RS 
3 1.2.3 


Moa 


teoremas vistos para el número combinatorio son válidos para el coeficiente binomial. 


° (S) voe MELLE 


team CALAPENSHKO _ 


D (х+уй=ї D ey ox + 2y ey, 
2 (х+уй=х+1 D (к+уђ days ay ey 
D («yf ox + رھ‎ cox y! cay! ey 


PELLIT 
J+ CI Y eet OY |, vnen 


2 + 2y e y* 


. (x+y) = OX HC + CY =1-х°+2.ху+1.у/ 


1) El desarrollo de (x + y)" presenta (n + 1) términos. 


2) la suma de los coeficientes de todos los términos del desarrollo de (х + y)" se obtiene 
Reemplazando cada variable de la base por la unidad. 


+ ^ Parael desarrollo de (3x* — y3), N' de términos = 5 + 1 = 6 
УСое = (3.1% -1°)° = (3-1) = (2) = 32 
З) Fórmula del término de lugar (k + 1) en el desarrollo de (x + y)” 


Donde: Ta = Memo de арас $2 
n" exponen del binomio 
x = primer término del binomio. 
Y = segundo término del binomio 
Ejemplo: Determinar el cuarto término del desarrollo de (2x? - y’) 
AAA PE 
Carte 
u CPP 
t =20.8é y” 
t4 = 16005? 


WE 217 2 


team CALAPENSHKO 
ABRO С 


Y DESERVACIÓN 


Sien el desarrollo de (х +y)" se quiere determinar el término de lugar (k+ 1) contado a 
partir del extremo final (derecha a izquierda) se tendrá en cuenta la relación: 


PROPIEDAD: 
Dada la potencia (x + y)" con 
denotaremos así: LTC y se calcula según: 


y" par, el desarrollo presenta término central cuyo lugar lo 


Ejemplo: Determinar el término central del desarrollo de (х + 2) 


= 5 luego por fórmula se debe hallar ty, 


[m 


Resolución: бе observa que LTC = 8 


donden = 8 ^ k = 4. 


 TEOREMAS SOBRE SERIES 
D CC C6 
2 C+ C+ Cit Cet 
з) CC GC C 
» [+] «eT «eT 
9 lexe C+ C3 tC 0? 
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1) La suma de todos los exponentes de las variables de los términos del desarrollo de: 
P(x; у) = (a + yy 
se obtiene según la relación: 


2) Para obtener el término numéricamente más grande (término máximo) en el desarrollo de 
(x + y)" se deberá plantear la siguiente relación: 


Siendo "n" entero negativo o fraccionario, el desarrollo de (x + y)" admite infinitos términos y 
comúnmente recibe el nombre de serie binominal o binomio de Newton. 


Os 


eat А 
. (r0 3 =| 3|m?«| 3/01 
o 1 


aro? mare 
2 
ES: 
ar icio. 
La fórmula que permite determinar al término que ocupa la posición k + 1 en el desarrollo de la 
potencia es: 
E 
СОВ , k=0,1,2 

"APROXIMACIÓN LINEAL 


NIE S me 
muy pequeño, prácticamente cero. 
оса 
рк ее жиен ы апалага абзи 
з == 


SEE ANO үги жо аг 7 с А 


team CALAPENSHKO: 


10 653 


216)7?* 216 ^ 108 


Consideremos un polinomio de “k” términos (k є N / k> 3), el cual se eleva al exponente natural 
*n'i22) 


(sex, ex est = (trs nm a x +. E ee etm) 


ED 


[nre 


Cualquier término del desarrollo adopta la forma: 


N| 0ESERVACIÓN 


io, J mm ama саттан y dera sê 


Ai ai ауы, 
( n 


mesmo: (аа) Tz 


Esla relación matemática que permite abreviar el desarrollo de la potencia de un polinomio, veamos: 


Donde el símbolo “E” (sumatoria) se extiende a todas las soluciones en enteros no negativas de la 
ecuación: 
ay + da + aa + + a= 


а OC TÎ 220 с e > > А 


IPENSHKO 
Куу opo: cr 


EAS 
[21222 2? 

ЕЗЕР СУШНА 

ns 


yea? Jem 
Donde se cumple que: a; + az + ay = 2 


Ahora resolviendo en М: 


Con (D) el término será: 


Con (И) el término será 


: ose (,2 Ja 
Con (VD el término será: [| с. Jet. у 


Finalmente considerando al simbolo Ese tendrá: 


вужа = ey ed + ху + 2 + 2y2 


potencia (x + x, + x +... +19" seobtienepor: | Сугу 


team CALAPENSHKO: => 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN! 


1 Reduciccadaunodelossiguemtescasos: о Seer 
EEEREN лус} =2х-10 
8)21-31«01 dedere 
61,1001 7! 
D) Sita E 3 усу! =10 
E) (300! + (0921-291! 3 of 
юс 
2 Caleularxeneadacaso: P a ааа d 
= desarrollo de cada una de las 
Nl 3 siguientes potencias. 
Bpxe2-2 a Кур; у) s ce y ат 
© 2-4-6 s 3) PG y)» ey" ag 
D) 4 «24 
a ©)рө;у) = (Зх? + уў? лр 
DITE 
DPO y) s Gi -y Y eque 
3. Reducir cada caso siguiente: 
E)POG y) e 1-2) ag 
лета & Muestra los tres primeros términos del 
desarrollo delas siguientes potencias: 
nd-6 
APO 1-3)" 
[De 
BDP 
DS. 
d OPW- 
1 
EO NS) D)PG) = (0.53) 
Ес 


DPW- | 


Resolución:  Expresando cada factorial en función de [x tenemos: 
(+ 20+ Dlx + Cx + Dex 10 
DS DG Dala 10 


есед УЛУ n 
к[к+2(х+1)-(х*1)—1] 10 


Simplificando |x y reduciendo: 


(201262 1i 
(2060-642) 10 


G++ D1) on 
(-2fx«D-1] 10 


4 x22 10 
xoti 10+20 11x 


E 
Resolución: — — Expresando en función de [п el primer miembro será: 


(nsn. 
(a+ 1а 18 "99022 


[CEDE 7982 


Simplificando |n y operando en el denominador tenemos: 
а 


ias d eee азал" 
دی‎ 0822. oggi 


(a+ D(a-Dla=2= 99a =2 rus 


(n«D(n-D-99. 


п?-1=99 -n'-100 


De donde se cumple: 4+3=п-1 
EU 


Simplificando С? y operando en el numerador tenemos: 
aca 
Er 
тт ce 


RITA 
С түт: С 


22x-8 


xxi PETT 


Ahora en el problema: 


"GG GIG) 


ке) OG) G9) 


Resolución: Hallemos t, por fórmula: 
t 7C; oO? oy? 


y qt 


Condición: 20-6=10 


M c 
Por fórmula general se tiene: 
n saei (e) 
; a 
wC? + 


Como tys} es independiente de x, se debe cumplir: 


Ahora el término independiente es: 
таканы = C=C} 


Resolución: Іа potencia dada es: 
Pt 


Según la fórmula del término de lugar k + 1 (у) tenemos: 


ta Cr tact 


NES ATT 


m (тт 23)... (mex) ар 1 
ACTU 


Simplificando m. y desarrollando el combinatorio tenemos: 
lm-[x-(m+D(m+2).....(m+%) _ 1699 


Sximex 
le +2. (m0 M 
E mex „= 


Resolución:  Degradando a cada uno de los términos del primer miembro tenemos: 


эса! en CT essen 


е пв.21=192-6.25 


Resolución: k Se pide [t,]^, observar quen = 10 л К = 5 
Ahora por fórmula: t, = C; (5x^)9-5 (-2y2* 
te = Cr Gy cay 
te GF C2 cay 
Finalmente: (51°=15+10 
zo °=25 


PROBLEMA 12 


Resolución: 


PROBLEMA 13 


Resolución: 


PROBLEMA 14 


Resolución: 


como parte literal a x ^y^". Calcular el valor de "n + p” 


De acuerdo con la teoría el lugar del término central será: 322 


ahorahallemost, рог fórmula 


Por condición: 15n = 600 л "P «60 


n = 40 ^ 40p-40- 120 9 п= 40 ^ p =4 


n+p=4 


Al desarrollar (x + у + т. s-w)* se obtienen "n" términos en la cual uno de ellos 
toma la forma: m'y zw de acuerdo a lo anterior calcular el valor de *m + n" 


„жюз AN З 


Por condición: —— M +... 


+ tu 


: 
р.а оте 


También n = Ne de términos =C {1= CI + n=165 
men=1845 
El valor de ^x" es tan pequeño de tal manera que su cuadrado y demás potencias 


Superiores pueden despreciarse, de acuerdo a esto señalar el equivalente reducido de: 
мера 


[s 


La expresión es: N = (9+ x)ã + x) 


par dao 


A rta 


Por condición x es un valor muy pequeño, es decir: x > 0. 
Por Aproximación Binomial. 


ЕБ 


SÎ ty» ү es un término racional se cumple que: 
24% Número entero, luego: k = 15 (múltiplo de quince) 

Por teoría: 0 < k < 120 

De donde: к = 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120 (9 valores). 
“Para un valor de К existe un término racional" 

En consecuencia existen 9 términos racionales (N* de términos Q 9) 
En (1): 9 + N de términos Ф = 121 > Q' = 112 


N" de términos Q = 9 у N° de términos Q' = 112 


team САГАРЕМЅНКО MÀ 


Resolución: De acuerdo con la propiedad se cumple que: 
Gu cQ s 
(а-3ав+2(в+) _ 
123 s 


(n-3n«2(n*1). gq 
6 


(n+3(n+2(n +1) =504 

(а+зу(а «2а +1)=9.8.7 
Finalmente: n+3=9 

n=6 


AN 


* de ek a 
ле Mert x 

ERE 4 
ml 


ES 
Porcondición T, ,, debe ser independiente dex, luego: 
3n-k-E-0 + dm=ko 


> озат" UN 
[M n+1 
_ Segúnlatcorían y k son naturales, una rápida inspección permite apreciar que: 
7 I مہ‎ kea 
` Finalmente tenemos: 

Tarn GA 


a d 


Resolución: De acuerdo con el enunciado Р(х; y) es una expresión homogénea por lo tanto se 
debe cumplir que: 


б=п?-за+2. 


о=пї-за-4 
о=(п-4).(п +1) 


Resolución: Para utilizar la fórmula de Newton notamos que: n =-2yk= 6 
att 
т, - CDEICICICOED | 


133456 
БЕ 


Resolución: —— Multiplicandoa ambos miembros por (n + 1) y acomodando setendrá: — 
js 


PENIS 
mre 
Ahora aplicamos el primer teorema de degradación: =з 
p 
Sumando uno a cada miembro tenemos: 


(n4. «171470 «c1 ea gent 


Porel último teorema sobre series, se tendrá: 

а+.к+1=й +7)? 

(n D.ke1est ө GQenDkestol 
PE 


тї 


Resolución: — Nótese que cada uno de los sumandos presenta la siguiente forma general: 


(n«2)-(n*D!. (n+ (n+ Dn! = (n + Dnt 
л! 


Ahora en nuestra expresión tenemos: 
E= Spt Sg + Sp +... 
IS 
g2 LODO цу 


Resolución: — Dando uso de la propiedad del complemento, nuestra expresión se puede rees- 
cribir de la manera siguiente: 


Resolución: Dando uso a la propiedad del complemento, nuestra expresión se puede reescri« 
bir de la manera siguiente manera: D 


DIC cj нсрсс) 


E=200+199 (1984... 241 200201 


+ E= 20100 


Resolución: Por fórmula se tendrá _ 
Teach" 
Tao x 
Por condición tenemos: twitter.com/calapenshko 
7012-е 
De donde se plantea: 
2г+г+1=43у 2r=r+1 
зс-агу rel 
тем v rel 


om ARES, 


Resolución: Por fórmula de suma de coeficientes: 
a+b)" 220) 
Por fórmula de términos equidistantes: 
(443«(5-D-n52 
анъа... 
Reemplazando (2) en (1) tenemos: 
т°=27-3 


Por fórmula de suma de exponentes: 


(a + b)(n)(n « 1) 
TUM С. 


"m 
z O 


Resolución: Por fórmula de términos equidistantes: 


ст (n+6)+(n+8)=3n+2 
` 2n+14=3n+2 
12-а 
Ahora con valor n = 12, la potencia será: 
ی‎ + 


36+2 


Según la teoría LTC= 


=19, ahora: 


ON 


team CALAPENSHKO 
ZIBRO T DU PATEMÁTICAS а 


PROBLEMA 27 Determine el coeficiente del término cuya parte literal es x en el desarrollo de 


-x+ 


La potencia dada es: 


[n 


Por fórmula tenemos: 


ср» 


сое.» C1. 


Por condición se plantea: 


10-k=6 ө k=4 


Finalmente tenemos: 


Cost - Caf c 


10.9.8.7 
Coet, = رن‎ 7 
23.4 


Coef. = 210 


PROBLEMA 28 Determine término independiente de x en el desarrollo de: 


(12) 


Resolució, 


De acuerdo con la fórmula de Leibnitz tenemos: 


asier 


[S E 


Por propiedad y condición se plantea: 


a ++ =4 ^ оү-оу=0 


team CALAPENSHKO. 


Coef »1« 1246-1 


2 Tidex=19 


mesohwión  1їар рин pa pasda екы: da la manera дуйн 
~ nyo 100 
(9 .a.-(1 
Observa que todos los términos del desarrollo de (1x) estarán multiplicados 


por (E), tego bastará trabajar con G + x) 


Por teoría debemos plantear 
3 Wah 
cioe sepu 


Ca A Û s 
üm-kik" "üsr-klk-r x 


team CALAPENSHKO 
LIBRO 0 MATEMATICAS ЧА 


R eemplazando el valor 


101-k , 2 
>2 e зоз-зк> 
k 3 ы 


303>5k «+ Sk«303 
ke606 — — kmix =60 


Lugar del término máximo — 61 


PROBLEMA 30 Determine el coeficiente dex" enel desarrollo de (1 + 2x7) 


Resolución: Por Leibnitz podemos plant 
КЕЕ ГАЛА 

азах yl ME.) 
s у 

Mea) 222 


Por propiedad y condición: 


$414 44 
203 о з 
def YS 
° 1 4 1 


ds, 45 


Coef — 


Coef = (-10) +120 + (-80) 


coef = 30 


Calcular; a + b, Si: & 
(120! +1)! - (SDD! Pt 
20! -Dt м 
А)5 DE 97 
Des B4 
ВЕ 
un valor де: 
N12 т 
D)42 DAS 
а Calcular 
Ci Ci a 
T 4 
A4 ms o6 
m7 Es 
а 
4 Corn k 
si 
[E 
3C" = 283 
А) 10 Br os 
me E7 * 
5: Calcular e" en: 
16b. Cru. 7С} 


SCE: CH AID CG 


A10 
D) 40 


8) 20 СЕЈ 


50 


Sila suma de Ios coeficientes del desarrollo 
de 

aan 
es igual a la suma de los coeficientes de la 
expansión 


[C w7 
Calcular el número de términos de la 
expansión de la siguiente potencia: 
Gay 
A 20 
0) 23 


в)21 O22 


E) 24 


4m, n) c Z'. Calcular GRO) del 
término independiente de "x" en el 


desarrollo de: 
menal- 
- 
"mr 


Determine el coeficiente del término cuya 
parte literal es x* en el desarrollo de: 


Lon a" 


A25 975 oss 
0)45 E)65 
Calcular "n" sabiendo que el séptimo 
término de la expansión dı 

а, 

(5 


presenta а ^^ con un exponente que 
ез la media proporcional entre los 


exponentes de "a" y “b”. 
A1 92 оз 
D DE 


team САГАРЕМЅНКО e y 


40. Si el décimo término del desarrollo de: 
PG) = G* exe 
es x! Calcular el valor de “a” si la 


suma de los grados absolutos de 
todos los términos de la expansión es 


360. 
AI m9 O10 
D6 m12 


11. ¿Cuántos términos posee el desarrollo de: 
OF +x? 
sabiendo que dos términos consecutivos 


tienen como pare literal a "x уз” 
respectivamente. 


A10 m2 os 
96 
n 
NEN ES 
2 x 
(m+ (meni 
P mc Di c 
(m=O! 
O kr 
керт Р 
Cnr bar 
з. simplificar: 


ї+7СЇ+12С;+5С: 


14J Determinar la suma de los valores de “n” 
рх) = (x) 
para los cuales el desarrollo admite 
solamente 8 términos racionales enteros. 


A)40 B) 60, O10 
D30 DES 


15. Indicar el lugar que ocupa el término 
máximo en el desarrollo de la potencia: 


р(х) = (5+ 3x)" 
1 
cuando x=} < 


Séptimo 
B) Cuarto 
Noveno 


I 


16. Determinar el coeficiente de aquel término 
del desarrollo de: 


E 
Psy; 273] 


en el cual los exponentes de x; у; 2 
(en ese orden) forman una progresión 


B) 201 


0) 354 


aritmética. 
А) 495 
D) 520 E) 301 


17. Enel desarrollo de: 
Рх) =(2+3х°)" 

el coeficiente de 29 es el cuádruplo del 

coeficiente de x, Indicar el número de 


términos del desarrollo de la potencia. 
A20 вузі 917 
D) 44 538 


team O. GUTI 


18. El coeficiente de x^ en el desarrollo de: 


aa 
өл! aue 
dela formas — 9I — 
E Beyî "SP 
Calcular a + b + e. 
юв »2 os 
D)10 56 


18. Si A, B y C son los coeficientes de tes 
términos consecutivos del desarrollo de 
(a + b)”, los cuales verifican: 

eB ce C 

¿Cuántos términos tiene la expansión de la 
potencial mostrada? 
A)39 
D) 44 


вуза GEJ 


35 
30. Calcular el valor de "a" en la potencia: 


Poya (Vx e yt) 
sabiendo que dos términos consecutivos del 


desarrollo son de igual grado. 
N4 во оз 
mi 92 


Hb En la expansión de: 
ste (te ers fn j^ 


22 Calcular el valor de “К” en el desarrollo 
de: 


a+ 
de manera que el término genérico t, 
ses al mismo tiempo mayor que los 


términos anteriores y posteriores. 
A96 ви 07 
D)64 Es 


23. Determine el coeficiente máximo del 


^4, Indicar la suma de los términos máximos 
del desarrollo de: 


(a+b) 


эз 18 
»2 18 
m 9 25 
n 

P3 


25. Mostrar el equivalente de: 


[а С.С c. 


юш Bin-1 — Oga-i 
Dr DE 


© oue 
o) 
-A Ba ls a(z) т 


27. En la expansión de (1 — 2ху + x)". 
Determine el coeficiente cuya parte literal 


m" 
A)672 в)512 СЕЯ 
D)384 E)482 


3& Sieldesarrollode (1 + x + x)" 
ao a + ag? +. + apa 


Calcular: az + ag 
ә вв o7 
»6 Es 


29, Determine el coeficiente de x^ en la 
expansión de (1 —2x + 3х? -x* + x) 


A10 B)-10 оз 
D)-1 Bs 


30. Determine el número de términos que se 
deben considerar en el desarrollo de 
(1 — 1)? de modo que la suma de sus 
coeficientes sea 820. 


A41 B)39 СЕЗ 
D)42 540 


LASA e. x] 
[qe EE 


aI DRS Ox 


mi LE 


Reducir: 


C Cit Cr CI +С 
~ (101términos) 
vm»100meZ* 


nac B) 2" Cn, 
PL 
n)4 Cr; E 2” Cy 


¿Cuántos términos fraccionarios tiene la 
expansión de: 


RO (xa 2)" 


Au 52 GEJ 
D)17 E10 


b* = (a +b)" 


n) m 
k) каї 
D 

к, 


siendo: 
Ci, Ci, Ci, Tod 
ASA 
An. 2-1 DI 
On. 
0) п.2"1-1 E) n. 2+1 


36. Elmínimo entero *m", tal que: 


бу-7х + 9y- 6". 
tenga al menos 1 998 términos es: 


A40 ва 042 
D)43 юла 


37. SinezZ" calcular: 


(uo 


e «(pao SES (De 


Annex Bn Ox 
D)nx En-x 


3 El desarrollo de (a + b + c + d + e)", 
posee 14 términos más que el desarrollo de 


а+ь+е+@"*!.есшас Сез 


A6 в)10 915 
D)21 E)28 


39. ¿Cuántos términos irracionales presenta el 
desarrollo de: 


(ў 


A44 832 O34 
D)42 Е)26 


40. Eneldesarrollode: 


о? +у-ю* 
determinar los coeficientes de los términos 
delaforma: 

ay 
donde “mm” es par no nula 
А)28;56 Boo Q-420 
Dr B6 


Indicar el coeficiente: x'* en la expansión 
des 


aaa 


1230 
DJ1115 


Biz ©1200 


61125 


42. Determinar el coeficiente de x en: 


a 
a 
A)3450 —— B)5754 0)-4318 
0)5600 E)-5724 
а. Reducir 


QC OC 


эс” nou aci 
эс юс 


AAA MIEL 


EE 
TE E w 
ge | 27.1 3+1 

№ CESI » n«l een 

m n+l 

(AER 


C+ 2C? 3024 4C +...+(n+ DC} 


Ana в) (n+ 2)2" 
© (-1.2^ 
D) (n+ D.2 юп.2" 


Efectuar: 


46 Reducir 


C;-2Cp aciei 
CD Oc? 


DEI Bo o1 
D)-n En 


49 Determine el coeficiente del término de lugar 
(k + 1) en el desarrollo de (1 + 3095 


Nac в) (аср 
occa 
Doce E) сё 
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Construir grupos de elementos según ley de formación u ordenación. 


Reconocer permutaciones, variaciones y combinaciones como gruposdistinguibles. 5 
Determinar probabilidades delos eventos en espacios йоз. #07104 asao | 


. Ё 


la-k 


сї =; 


> 
Y 


BLAISE PASCAL 


La combinatoria surgió en el siglo XVI en la vida de las capas privilegiadas de la 
sociedad de entonces, ocupaban un gran lugar los juegos de azar. Jugando a las cartas y a los. 
dados se ganaban y se perdían oro y brillantes, palacios y estancias, caballos de raza y 
adornos costosos. Estaban los problemas combinatorios ligados fundamentalmente sobre 
los juegos de azar, tratando de averiguar de cuantas maneras se pueden obtener un número. 
dado de tantos al arrojar dos o tres dados o de cuántas formas se puede obtener dos reyes en 
un juego de cartas. Estos y otros problemas de los juegos de azar fueron la fuerza motriz del. 
progreso de la combinatoria. 


El estudio teórico de los problemas combinatorios fue abordado en el siglo XVII por los 
científicos franceses PASCAL y FERMAT El punto de partida de sus investigaciones también 
lo constituyeron problemas de los juegos de azar. 


Un papel particularmente grande lo jugó aquí el problema sobre la división de la 
apuesta que fue propuesto a Pascal por su amigo, el caballero de Meré, un jugador 
apasionado. El problema consistía en lo siguiente: el “campeonato” de cara y cruz 
continuaría hasta que se ganasen seis partidos, pero se interrumpiría cuando un jugador 
ganase los cinco partidos y el otro cuatro, ¿cómo dividir la apuesta? Era evidente que la 
división en la razón 5: 4 no era justa aplicando los métodos de la combinatoria, Pascal 
resolvió el problema рага el caso general cuando a un jugador le quedan “r” partidos hasta. 
queganeyelotro"s". 
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Exe аа Кайла o o BIS рҮ 
зе pueden realizar con una cantidad limitada de elementos, estas agrupaciones obedecen cierta ley de 
formación м ordenación. 


DE LA ADICIÓN 

Este principio manifiesta que sí un evento puede realizarse de “m” maneras y otro evento 
puede realizarse de "n" maneras, entonces el primero, el segundo o ambos (al menos uno) podrán 
realizarse de“m + n" maneras. 


El principio anterior se aplica siempre y cuando los eventos no ocurran simultáneamente. 


2. DELA MULTIPLICACIÓN 
Este principio manifiesta que si un evento puede realizarse de "m" maneras y otro evento 
distinto puede realizarse de “л” maneras, entonces ambos eventos se podrán realizarse de “m . n" 
maneras. 


El principio anterior se aplica siempre y cuando los eventos ocurran en forma simultánea o 
dado la ocurrencia de uno inmediatamente ocurre el otro. 


Ejemplo: Juan Carlos desea comprar una prenda de vestir pero esta indeciso, pues la 
vendedora le acaba de mostrar 3 camisas (diferentes) y 2 pantalones (diferentes) 
¿De cuántas maneras diferentes podrá realizar su compra? 


Resolución: De acuerdo con el enunciado podemos reconocer dos eventos, veamos: 
19 Comprar 1 camisa de un total de 3: N*demaneras = 3 
2° Comprar 1 pantalón deun total de 2: № de maneras = 2 


Observar que 1° у 2° no pueden ocurrir a la vez (pues slo se debe comprar una 


4 N'demanerastotales = 3 + 2= 5 


Ejemplo: Judith desea viajar dela ciudad A hasta la ciudad C pasando por la ciudad B, side A 
hacia B conducen 3 caminos diferentes y de B a C conducen 4 caminos diferentes. 
¿De cuántas maneras diferentes podrá realizar su viaje? 


Puna 
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Resolución: lustrando el enunciado podemos reconocer dos eventos, veamos: 


[n: 3 © 


1*ViajardeAhastaB; N°de maneras 
2°ViajardeBhastaC: — N*demaneras 


Observar que 1°у 2° son sucesivos (uno se da inmediatamente del otro) luego por 
el principio fundamental dela multiplicación tenemos: 


= N'demanerastotales 73.4 = 12 


Son agrupaciones donde intervienen todos los elementos dados, aquí un grupo se considera 
distinto de otro si al menos un par de sus elementos cambian de posición (interesa el orden), 
Las permutaciones de los elementos a, b y e son: abc, acb, bac, bea, cab y cba. 


La permutación de ^n" elementos se denota así P, yse calcula según la fórmula: 


La cantidad de permutaciones de los elementos a, by c será: 
P,-321.2.3«6 


OBSERVACIÓN: 
Ala definición dada anteriormente se le denomina permutación lineal. 


1. PERMUTACIÓN CIRCULAR 
Dados "n" objetos que se van a agrupar de "n en “n” en el entorno de un círculo, la 
permutación circular de los “n” objetos se denota así P^, y se calcula según la fórmula: 


2. PERMUTACIONES CON REPETICIÓN 
Dados “п” elementos entre los cuales uno se repite a, veces, otro se repite a, veces y así 
sucesivamente hasta que el último se repite а, veces, La cantidad de permutaciones de los "n 


»** y secalcula según a fórmula: 


AS cs 


Ejemplo: Determinar el número de permutaciones que se pueden obtener con las letras de la 
palabra KATITA 


Resolución: La palabra KATITA tiene 6letras, luegon = б. 


Además la letra A se repite 2 veces, aligual que la letra T. 


pii. 72180 
‘TEE 4 


LAS VARIACIONES 


Son agrupaciones donde intervienen parte de los elementos dados, aquí un grupo se considera. 
distinto de otro si al menos un par de elementos cambian de posición (interesa el orden). 


Las variaciones binarias de los elementos a, by c son: ab, ac, be, ba, ca y eb. 


La variación de “n" elementos tomados de “К^ en “К” (k < n) se denota asi V y se calcula según la 
formula: 


LAS COMBINACIONES 
Son agrupaciones donde pueden intervenir todos o parte de los elementos dados, aquí un grupo se 
considera distinto de otro si por lo menos difieren en un elemento (No interesa el orden). 


Las combinaciones binarias de los elementos a, b y c son: ab, ac y bc la combinación de “n” 
elementos tomados de"K"en“k” (cen) se denota sí CT. y se calcula segûn a fórmula: 


3 0] 
[s 


Lacantidad de combinaciones binarias de los elementos a, by c serê: 


ll а 
BERE EE 12 
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También llamado dato estadistico, es cualquier experimento u operación cuyo resultado no puede 
predecirsecon exactitud antes de que se realice el mencionado experimento. 
Ejemplo: A continuación tenemos un experimento aleatorio. 
t: Lanzar un dado y observar el resultado que aparece en su cara superior. 


Es el conjunto cuyos elementos llamados puntos de muestra o sucesos, son todos los resultados 
posibles que puede tener el experimento aleatorio. 


Ejemplo: Para el experimento aleatorio dado anteriormente, 
N= (1:213;4:5:6) 
ЕУЕМТО (A, B, С, „JÎ 
Es cualquier subconjunto del espacio muestral. 
Ejemplo: Para el experimento aleatorio dado anteriormente: 
A: Lanzar un dado y que el resultado obtenido sea un númiero par 
а= (1;2;3;4:5;6) 
A= (2:46) 
Fácilmente podemos notar que Ac Q. 


OBSERVACIÓN: 


Considerando que: n (A) = N* de elementos del conjunto A, podemos distinguir tres clases de 
eventos: 


1. Evento Seguro: — Siempreocurre,aquíA = Q y n(A) = n(Q). 
2. Evento Posible: Tiene opción de ocurrir, aquí A c Qy n(A) <п(0). 
3. Evento Imposible: Nuncaocurre, aquíA = Z yn(A) = 0. 


Dos o más eventos se pueden componer por las distintas operaciones existentes entre conjuntos y 
asídarorigen a nuevos eventos: 


1. Eselevento que ocurresi ocurre A, Bo ambos, es decir al menos uno. 
Esel evento que ocurresi Ау Bocurrenen forma simultánea. 


Ke AS: Eselevento que ocurre si y sólo siel evento Ano ocurre. 


Para la resolución de algunos problemas será necesario recordar algunas de las leyes de DE. 
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Doseventos Ay B son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir a la vez (son disjuntos). 
Simbólicamentetenemos:AMB=2. 


elementos de A, n(A), y el número de elementos de su espacio muestral, n((2), esto 


La probabilidad de que un evento A ocurra, P(A), se define como la razón entre el número de 


también: pug. Minero de cos favorables al evento A. 


Ejemplo: — Determine la probabilidad de que al lanzar un dado, el resultado obtenido sea un 
número primo. 

Resolución: A: Lanzar un dado y obtener como resultado un número primo. 
05 (1;2;3;4:5;6} > п) =6. 


Ac (253,5) > MA) =3. 
3 „Жез = PA} 
Por definición: POA) = Fa)” 6 ELONE 


Si se lanzan dos monedas de diferente tamaño, ¿cuál es la probabilidad de obtener 
como resultado al menos una cara? 

Siendo C = cara, 5 = sello; tenemos que: 

P(A) = Probabilidad de obtener al menos una cara en el lanzamiento de dos 
monedas. 

N= (CC,CS, SC, SS) A= (CC, CS, SC) 

"M menos una сага", indica que el resultado muestre una o dos caras, tal y como se 
observa en el evento. 


= KA)- 0,75 


2. SIA=0,tenemos: РӘ) 


AeventocontrariodeA: — P(A)=1-P(A). 
AyBeventos cualesquiera: Р(АЧЈВ) = P(A) +P(B) -P(An 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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1. SiAyBsonE.M.E: — P(AUB) = P(A) + P(B) 
2. Dadounespaciofinito de probabilidad: 
Q = (Aj As Ay), se cumple que: P(A,) + P(A) +... + PA =1. 


IERGEASIUDANCUNWIGOMAZ 


Sea"B"un evento cualesquiera de un espacio muestral. La probabilidad de que un evento "A" ocurra 
una vezqueel evento"B" haya ocurrido se obtiene segán a relación: 


SIN y “В” son eventos de modo que la ocurrencia de uno de ellos no cambia la probabilidad 
dela ocurrencia del otro, se dice que ellos son Eventos Independientes y verifican: 
P (ANB) = PIA) . PIB) 


/DIAGRAMA DEL ÁRBOL 
Es un recurso que se emplea para enumerar todas las posibilidades lógicas de una secuencia de 
eventos, donde cada evento puede ocurrir de un número infinito de maneras. 
Ejemplo: Construir el espacio muestral para el siguiente experimento aleatorio "se extraen 
tres bolasa, bye de una urna”. 
Resolución: Dando uso del diagrama del árbol tenemos: 


а —— b cab 


eoa‏ چ 
oa‏ او کک 
eee‏ ر ي 

Inicio < 
TE 


cba 


= Q= (abe, acb, bac, bea, cab, cba} 
Observa que el árbol se construye de izquierda a derecha y que el número de ramas, en 
cada puntocorrespondeal número de maneras en que puede ocurrirel siguiente suceso, 
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EJERCICIOS DE APLICACIÓN — 


1. Reducircada uno delossigulentes casos: 
A E-le«l 
B) Vic Vie Vi 
© Ci ci ei 
D) Vi P,« Pj 
E) р,- Vie Cj 

2 Calcularxen cada caso: 
A Cj=21 


в) B-24 


oxusuedejeo/uio2 493] 


© у}-6% 
D) |к=1=1 
E 2P} 


3, Determine el espacio muestral para cada. 
experimento siguier 


е: 


A) Lanzar un dado y observar su cara 
superior. 

B) Lanzar dos monedas y observar sus 
lados superiores. 

C) Lanzar un dado y una moneda y 
observar sus lados superiores. 

D)Designar un delegado entre cuarenta. 
personas. 

E) Escoger un número primo de entre 
los cincuenta primeros números 
enteros positivos. 


4 Marcar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda a cada afirmación: 


1. La probabilidad de un evento 
seguro es uno = ) 


I. La probabilidad de um evento 
imposible es cero. 0 


Ш.1а probabilidad de un evento 
posible es positivo, pero no mayor. 
quela unidad. OQ 


S Marcar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda a cada afirmación: 


1. En la permutación interesa el orden 
deloselementos. ml) 


II. En la variación no interesa el orden 
deloselemenos. — eC) 


Ш. Еп la combinación no intervienen 
rodoslos elementos, eC) 


& Calcular: 


L El número de maneras en que 
puede caer tres dados si son 
lanzados simultáneamente. 


IL El número de grupos de tres 
elementos que se pueden formar a 
partir de S elementos diferentes. 


Шла probabilidad de escoger una 
сапа de espadas del mazo de 52 
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PROBLEMA 1 Mario, dueño de un club nocturnodebe contratar a una cantante o una bailarina, 
sia la prueba de selección se presentan 6 cantantes y 4 bailarinas. ¿De cuántas. 
! maneras diferentes podrá Mario contratar ala persona indicada? 
Resolución: Del enunciado podemos distinguirlo siguientes 
1°) Contratar una cantante de un total de seis. — N° de maneras = 6. 
2°) Contratar una bailarina de un total de cuatro. => N° de maneras = 4, 
Tenga en cuenta que Mario sólo debe contratar a una persona, luego la ocurrencia 
de un evento impide la ocurrencia del otro. Por lo tanto según el principio 
fundamental de la adición tenemos: 
- N'demanerastotales = 6 + 4 = 10 


FROBLEMA2 ¿De cuántas maneras diferentes se pueden ubicar tres varones y dos mujeres en 
una banca que dispone de cinco asientos, de modo que varones y mujeres queden" 

Resolución: Рог condición varones (V) y mujeres (M) se ubican alternados, esto se puede 
visualizar en el siguiente esquema: 


Ahora podemos distinguir dos event 
1) Ubicar a los varones (Formar grupos de tres elementos de un total de tres 
elementos). = N'demaneras = P, = |3= 6 
2") Ubicar a las mujeres (Formar grupos de dos elementos de un total de dos 
elementos). => N'demaneras =P, = |2 = 2 
Finalmente por el principio fundamental de la multiplicación se tendrá: 
N° йе manerastotales = 6 .2 = 12 


EEE 


ubicarsi las mujeres siempre deben sentarse una al lado de la otra? о 


Resolución: Deacuerdoconel enunciado podemos realizar un posible esquema: 
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Consideremos a los elementos señalados como un único elemento, teniendo en 
cuenta que ellos pueden permutar entre sí, en consecuencia un esquema. 


equivalente al anterior será: 
[Te] w] 


Ahora hallemos el número de maneras diferentes en la que se puede distribuir. 
estos cuatro elementos en los cuatro casilleros: 
= N'demaneras = P, = l4 = 24 
Debemos notar que por cada una de las 24 maneras, el elemento fijo E] pueden 
permutar de dos maneras (M/M, о MM) razón por la cuál el número de maneras 
totales estará dado por: 
2. N'demanerastotales = 24.2.48. 


Del enunciado podemos plantear los siguientes casos: 
1°) Las seis personas зіп ninguna restricción se pueden ubicar de: 
16-2 =15 = 120 maneras. 
2°) Si доз de ellas estuvieran juntas, el número de maneras se obtiene consideran- 
до las cuatro personas y a las otras que están juntas como un solo elemento, lo 
cuál hacen 5 elementos siendo su número de permutaciones: 
15-1=l4=24 
“Tenga en cuenta que las personas que permanecen juntas pueden permutar 
entre sí, siendo el número de permutaciones: |2 = 2 
Luego existen 24 . 2 = 48 maneras de ubicar 6 personas alrededor de la mesa 
redonda de tal modo que dos personas siempre están juntas. 
37) De las 120 maneras, en 48 de ellas, las dos personas están juntas. 
Luego en 120-48 = 72 maneras las mencionadas personas no están juntas. 
2 N'demanerastotales =72 


Resolución: 


Hallemos el número de comisiones X que se pueden formar sin importar de que 
епо niño rehúse trabajar con dos niñas. 
De cinco niños escogemos 1: 

d-s 


De ocho niñas escogemos 1: 


AAA AA 
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d-s 
Por el principio fundamental de la multiplicación: 

5.8=40 
"Teniendo en cuenta que entre las 40 comisiones están incluidas aquellas que están 
formadas por el niño que rehúsa trabajar con las dos nifas. 
Ahora hallemos el número de comisiones que pueden formar un niño y dos niñas. 

Número de comisiones = Cl. Ci = 2 
Estas dos comisiones no deben considerarse, por condición del problema, luego 
el número de comisiones solicitadas será: 

A X=40-2=38 


El enunciado describe 3 eventos, los cuales son: 
1° Escoger 1 libro de Álgebra de un total de 5: 
№ де maneras = 5. 
2° Escoger 1 libro de Geometría de un total de 3: 
N” de maneras =3 
3° Escoger 1 libro de Trigonometría de un total de 7: 
N° de maneras = 7 
Finalmente por el principio fundamental de la multiplicación tenemos: 
4 — N'demaneras totales = 5,3.7 = 105 


Elenunciado describe dos eventos, los cuales son: 
1" Ascenso: N®demaneras = 10 
= 2°Descenso: N'demaneras =9 


N| OSSERVACIÓN: 


Como el alpinista al efectuar el ascenso utilizó uno de los diez caminos, 
en su descenso sólo pudo utilizar uno de los nueve caminos que no 


utilizó en su ascenso (por condición el alpinista no puede ascender y 
descender porel mismo camino). 


Finalmente por el principio fundamental dela multiplicación tenemos: 
z^ N°demanerastotales = 10.9 = 90 


T rare 155 215 
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Resolución: 


Resolución: 


Vanessa tiene pretendientes ¿De cuántas maneras podr invitar a cuatro de los 


De cuántas formas diferentes se puede confeccionar una bandera de franjas de 3 
colores sise ene tela de cinco colores distintos? 2 
DERE 


De acuerdo con el enunciado del problema podemos notar que estamos en 
presencia de un caso de variación; en consecuencia el número de formas diferentes. 
еп que se puede confeccionar la menciona bandera estará dada por la variación de 
Selementos tomados de 3 en 3, es decir: 


Б Ndemanersstnles = V] 25.4.3760 


De un grupo de 6 matemáticos, 5 físicos y 4 químicos se quiere seleccionar un 
comité de 6 personas de tal modo que 3 sean matemáticos, 2 físicos y 1 químico 
¿De cuántas maneras diferentes se podrá realizar esto? 


Deacuerdo con el enunciado podemos distinguir 3 eventos, veamos. 
19] Escoger 3 matemáticosde un total de 6: 

N'demanerase C$ = 20 
27) Escoger 2 físicos de un total de S: 

N'demanens- C$ =10 
3) Escoger 1 quimico de un total de 4: 

N°demaneras= C =4 
Finalmente como el problema consiste en formar un comité de 6 personas 
aplicaremos el principio fundamental de la multiplicación: 

^. NPdemanerastotales = 20.10.4 = 800 


a su fiesta de cumpleafios, sí ella sabe que dos de ellos por no llevarse bien no 
TAS "7 J auc 
De acuerdo con el enunciado Vanessa podrá establecer alternativas para realizar la 
invitación, veamos: 
1") Decidenoinvitara ninguno delos dos que no se llevan bien: 
N'demaneris C] = 
2") Decdeinvitara unodelosque nose llevan bien: 
7 чагаа hevan bien 
Totalde personas = 9< 
2 quenoselleranbien 
N'demanenis- C2.C] 72.387 70 


ADO ironia оро: crs | 


Finalmente podemos apreciar que 1° y 2° son eventos que no pueden ocurrir 
simultáneamente por lo cual utilizaremos el principio fundamental de la adición. 
2 N*demanerastotales = 35 + 70 = 105 


PROBLEMA 11 En una caja tenemos cinco fichas rojas y tres fichas blancas, si se extrae unaal azar. 
| iCuáleslaprobabilidaddequesearoja? ` 


Resolución: Беа P(A) la probabilidad solicitada, luego se tendrá: 


> а) =5 


1(Q) = Cantidad de maneras de extraer una ficha de un total de ocho. 
+ n= =8 
Finalmente tenemos: 
5 
РА =3 


- P(A) = 0,625 


PROBLEMA 12 Un grupo de estudiantes esta conformado por once varones y siete mujeres. Si se 


Resolución: — Sea P(A) la probabilidad solicitada, luego se plantea: 


nA) 
(A) = PA, donde: 
MAT 


(A) = Cantidad de maneras de escoger cuatro varones de un total de once: 
>= 

п(п) = Cantidad de maneras de escoger cuatro personas de un total de 18: 
> nio) - cj* 

Finalmente tenemos: 


C. 111098 
РО) = Gs “18171615 


Resolución: Sea P(A)= PO) la probabilidad solicitada. 
MA) = Cantidad de maneras de obtener un cómite de cinco personas conformado 
por dos peruanos, dos chilenos y un argentino. 

Cj = Cantidad de maneras de escoger 2 peruanos. 
С} = Cantidad de maneras de escoger 2 chilenos. 
С} - Cantidad de maneras de escoger 1 argentino. 
= n(A)= C}-C$-C} = 21.6.3 

n(@) = Cantidad de maneras de obtener un cómite de 5 personas de un total de 14. 


nt 21613121110 _ 
no) = су 13345 14.13.11 


B: Evento de obtener un llavero rojo. 
Observar que n(A) = 7 y п(В) = 3, además A y B son eventos mutuamente 
excluyentes: 

AUB: Evento de obtener un llavero azul oun llavero rojo, luego se plantea: 


P(AUB)- P(A) +в) = 2А? , n. 


n(Q) n(Q) 

n(A)en(B) 743 10 

ADDE d) 2555101536 
^ P(AUB) =1 


AE OS 


A ecar ного س‎ А 


FROBLEMA 18 


Resolución: 


PROBLEMA 16 


Resolución: 


En una caja tenemos cien foquitos entre los cuales existen diez defectuosos. ¿Cuál 
ев la probabilidad de qué al extraer una muestra de tres foquitos, los tres sean 
defectuosos? 


De acuerdo al enunciado tenemos: 


ә 10 defectuosos 
Total de foquitos = 100 = 
190 no defectuosos 


Se pide: no) = М) onde 


МА) = Cantidad de maneras de extraer 3 foquítos defectuosos de un total de 10. 


n) - c? 


n(Q) = Cantidad de maneras de extraer 3 foquitos de un total de 100, 


me 
Finalmente tenemos: 
P(A) «Sis 
ES 


PN = 


Con respecto al problema anterior. ¿Cuál es la probabilidad de que en la muestra 
extraída al menos uno sea defectuoso? 


De acuerdo con la condición se plantea: 

A Evento de que en la muestra al menos uno sea defectuoso. 

А: Evento de que en la muestra no existe foquito defectuoso. 

P(A): Probabilidad de extraer una muestra de tres foquitos no defectuosos. 


Ahora tenemos: 
8 
P(A' چ‎ "zac 
00 = 4" 245 
Forteorema: 
PAJ = 1P) 
Finalmente: 
vs 
08 1-р) 
E, 
P) 67. 


Resolución: 


POB) =Р(АС®). 


Por teorema: 
PA) =1-P(AUB) - 
P(AUB) = P(A) + P(B) -P(Ar B) 
En (ID tenemos: 
P(AUB) = 0,20 + 0,30 -0,10 
P(AUB) = 0,40 
Finalmente en (D: 
РОВ) = 1-0,40. 
+ PINOB)=0,60 


De acuerdo con el enunciado estamos frente a una probabilidad condicional, luego 
planteamos: 


B: Obtener suma 6 = {(1; 5), (2:4), (3;3), (4,2), (5; 19) 
=n =s 
A: Puntuación dos aparece en uno de los dados = ((2;4), (4; 2)} 
Observa que: 
ANB=10;4,(4:2)) 
MANE) =2 
Además podemos notar que el número de elementos del espacio muestral asociado 
а los eventos en mención es igual al número de maneras en que pueden caer los 
dados; esdecir:6.6=36. 


_ PANE) _ 
ол) SPORT 


БЕД 


+ PAB) -i 


тш шшш 20 SA 
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Resolución: Sea P(S) = p, como la probabilidad de que salga cara es el triple de que salga sello, 
tenemos: P(C) = Зр. 
Ahora por propiedad: 
P(S)+P(C)=1 e» 4p=1 


Resolución: Ое! enunciado se distinguen dos eventos, los cuáles son: 
. A EI primer tirador da en el blanco, 


В: El segundo tirador da en el blanco. 


P(B) = 80% E 


Se pide: 

P(A B) = Probabilidad de que ambos alcancen el blanco. 
Por la naturaleza del experimento establecemos que A y B son eventos indepen- 
dientes, luego: 
. 9 


(AC) = PAP - р-у 


мАсю= 22-072 


2 PAN B) = 72% 
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PROBLEMA 21. 


Kesolución: 


FROBLEMA 22 


Resolución: 


PROBLEMA 23 


Resolución: 


En un congreso de estudiantes de ingeniería se está realizando un talleren una sala | 
de exposiciones, donde participan diez estudiantes, los cuales deben agruparse 
res grupos: dos de tres personas y el último de cuatro. ¿De cuántas formas se | 
pueden agrupar los diez estudiantes? а 


Parael primer grupo: 


c? 120 
Para el segundo grupo: 

e] -35 
Para el tercer grupo: 

cj 1 


Porel principio fundamental de la multiplicación, si “n” es el número de formas en 
que se pueden agrupar los diez estudiantes, tenemos: 
п=120.35.1 
доп=4200 


En una reunión entre 5 compañeros universitarios que se encuentran después | 
de10 años de haber egresado, ellos van acompañados con sus: respectivas j| 
esposas. ¿De cuántas maneras pueden disponerse en una mesa circular sí 
siempre deben estar varones y mujeres en forma alternada? 


Supongamos que las primeras en sentarse alrededor de la mesa circular son las 
esposas, luego esto se conseguirá de: 

151-147 24. 
Una vez ubicadas las esposas quedan cinco lugares alternados que deben ser 

ocupados por los varones, esto se puede realizar de: 

18-120 maneras. 
Finalmente por el principio fundamental de la multiplicación se tendrá: 

N" de manerastotales = 24.120 

+ N° de maneras totales = 2880 


Enun programa de concurso en la televisión se presenta un juego que consiste en 
abrir cuatro puertas contando con un juego de siete llaves. ¿Cuántos intentos 
como máximo dispone un participante para ganar el premio? 

Nótese que como se trata del número de intentos máximos, el concursante podrá 
abrirla puertaen el último intento: 


Para la primera puerta cuenta con llaves, la abre al séptimo intento. 


262 ELE 


PROBLEMA 24 


Resolución: 


PROBLEMA 25 


Resolución: 


Para la segunda puerta cuenta con seis llaves, la abre al sexto intento. 
Para la tercera puerta cuenta con cinco llaves, la abre al quinto intento, 
Para la cuarta puerta cuenta con cuatro llaves, la abre al cuarto intento. 
51 “п” es el número de intentos máximos, de acuerdo con el principio fundamental 
dela multiplicación tenemos: 
n27.6.5.4 
© ne840 


Los equipos A y B juegan un torneo de baloncesto, el primer equipo que gane dos 
juegos gana el torneo. Determine el número de maneras en las cuáles puede 
fmalizareltomeo. _ 


El diagrama de árbol será: 


Observar que existen seis puntos extremos, los cuales corresponden a las seis 
maneras en que puede finalizar el torneo. 
La trayectoria desde el inicio del árbol describe quien ganó determinado juego 
durante el torneo. 

'. N°de maneras totales = 6 


"Una moneda esl cargada deal mancra que а probabilidad de que aparezca una 
cara esel doble dela que aparezca un sello. Determina P(S) y P(C), donde: 
P(S) = Probabilidad de obtener sello. 
P(C) = Probabilidad de obtener cara. _ 


Por condición: 
P(C)-2K; P(S)=K 
Por espacio finito: 


Р(С)+Р(5)=1 


аа z AAA 


PROBLEMA 26 Tres caballos A, B y Cestán en una carrera; la probabilidad de que gane A es el 


Resolución: 


PROBLEMA 27 


Resolución: 


PROBLEMA 28 


: B, y la probabilidad de que gane B es el doble de la que tiene С. 


doble 
s ¿Cuálessonlas probabilidades de ganar para A, By C respectivamente? 


Porcondición, las probabilidades para cada uno de los caballos ез: 
РС) =k; PB) = 2k; PA) = 4K 


Ahora en el espacio finito de probabilidad se cumple que: 


De donde: 
P(A) + PD) + P(C) 1 
ak + 2k+k=1 


1 
7k=1 >» k=} 
1 ke 


= PA= =1 
PA) iP. 


Sila probabilidad de que en la definición del campeonato apertura la "U" le gane a 
Alianza es0,25. (Cuál esa probabilidad de que gane Alianza? 


Sea A el evento de que la “U” le gane al Alianza, luego A será el evento de que gane 
Alianza. 
Se sabe que: 
P(A) = 1- P(A) 
Porcondición: 
P(A) 
PA) 


-025 
us 


La probabilidad que tiene un alumno de aprobar física es 3/4, la probabilidad que 
tiene el mismo alumno de aprobar quimica es 2/3. Si la probabilidad de este. 
alumno de aprobar por lo menos uno de los cursos es 4/5, ¿Cuál es la probabilidad 
deaprobarambos cursos? 
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Resolución: 


Sean los eventos: 


Hagamos un diagrama de conjuntos: 


n в 


Observa que: 
AUB=A+B-(ANB) 
De donde: 
P(AUB) = P(A)+ PO) - PA B) 
Por condición: 
4.3,2 
Loan 


az 4 
РАВ) 


х РАВ) = 37. 
РАВ) C 


PROBLEMA 29 -Una pequeña caja de chocolates contiene ocho Sublimes (S) y cinco Winters (W), 


Resolución: 


зе come un chocolate y luego se come otro chocolate. Determine la probabilidad 
BIS Д оса + oji : 

з) Comersedos Winters uno tras otro. 

b) Comerseun Sublime y luego un Winters. 


Examinando cuidadosamente el enunciado podemos construir el árbol de 
posibilidades. 
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PROBLEMA 30 Se lanza una moneda. Si sale cara se extrae una bola de una bolsa en la que hay. 
tres rojas y dos blancas. Si sale sello se extrae una bola de otra bolsa en la que hay 
seis rojas y dos blancas, Determine la probabilidad de que la bola extraída de la 
bolsa sea blanca. 

Resolución: Por diagrama de árbol: 


twitter.com/calapenshko 
3 


5 Roa 
i-56 
3, ZN Blanca. 
5 
Inicio. 5 
Roja 
8 
h 
2^5 
Z Blanca 
8 


Los valores ubicados en las ramas indican la probabilidad para cada elemento. 
Finalmente: 

P(blanca) = P(C, blanca) + P(S, blanca) 

POlanca) =2. 2+1. 


P(blanca) = 


эз 
P(blanca) = 2 
D 40 
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1 


Hay nueve puntos en un plano de los 
cuales nunca tres están en línea recta 
excepto cinco de ellos que están en una 
misma recta; cuántas líneas rectas pueden 
trazarse. 


[2c 
E)520 


A181 
0)192 


DI 


Hay diez puntos en el espacio de los cuales. 
munca cuatro están en un mismo plano, 
exceptuando cinco que están en un mismo 
plano; cuántos planos se pueden trazar que 
contengan a tres de ellos. 


БЕД 
БИТ 


am 
D)113 


B) 120 


Con doce consonantes y cinco vocales, 
cuántas palabras de cuatro letras pueden. 
formarse, que tengan dos vocales (no 
repetidas) en medio y una consonante (que 
puede repetirse o ser diferente) en cada 
extremo, 


N2880 
D) 2680 


B)5480 _ C)8240 


E)2480 


Dos amigos se proponen dar una comida a 
ocho de sus amigos; el primero conoce 
cuatro cubanos y cinco españoles, y el 
segundo cinco cubanos y cuatro españoles. 
En la comida ha de haber cuatro cubanos y 
cuatro españoles, y además cuatro han de 
ser amigos de uno y cuatro del otro; de 
cuántas maneras puede hacerse la 


invitación. 
A)1340 — B)l120 — C)1240 
D)5420 E5626 


& Tres alumnos llegan a matricularse a un 
colegio que dispone de ocho aulas para dar 
cabida a los alumnos del segundo año de 
media. ¿De cuántas maneras se les puede 
distribuir a los mencionados alumnos, de 
modo que siempre ocupen aulas diferentes? 


A)336 
DE 


B)216 cis 


E)32 


& Se tiene pinturas de "n" colores básicos y se 
plantea obtener nuevos tonos combinando 
partes iguales de 2, 3, 4, .. 
mencionados de esta manera. ¿Cuántos 
топоз diferentes pueden ser obtenidos? 


n colores 


һ)2°- 
D)2" 


pz" — oz"-a-1 


E)z'-1 


7. En un banquete hay doce alumnos y tres 
profesores y se toman fotografías de tal 
forma que en cada una entren 5 personas 
diferentes. ¿Cuántas fotografías hay en la 


que entren dos profesores? 
A۸223 B)150 C)660 
D)340 E)620 


& ре cinco físicos, cuatro matemáticos y tres 
quimicos se tiene que escoger un cómite de 
scis personas de modo que se incluyan tres 
físicos, dos matemáticos y un químico. ¿De 
cuántas maneras puede hacerse esto? 


0190 
E)180 


A120 
D)390 


в)150 
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9. Se tiene un estante con capacidad de cinco. 
libros. ¿De cuántas formas se pueden 
colocar dos libros de álgebra (diferentes) y 
tres de física (diferentes) de modo que los 
libros de la misma matería siempre estén 


juntos? 
A12 D св 
D)24 E20 


10. A una reunión asisten diez personas, al 
término de ello todos se despiden 
cortésmente con apretones de mano. 
¿Cuántos apretones de mano hubieron? 


N20 
D)6s 


5)10 045 


E40 


п, ¿De cuántos modos diferentes puedo 
colocar siete libros en un estante, si deseo 
que dos de estos libros estén siempre 


juntos? 
240 B) 720 ©) 1440 
D)256 E)360 


12. En una empresa hay un cómite que tiene 
cinco delegados de personal y cuatro 
personas de la dirección. ¿De cuántas 
maneras se puede formar un subcómite que 
tenga tres delegados de personal y dos 
miembros de la dirección? 


A)360 
D) 120 


в) 480 c60 


E)720 


43. Un vendedor está a punto de visitar a cinco 
де sus clientes, ¿De cuántas maneras puede 
hacer esta serie de visitas, si se hace tres en. 


un día y dosal día siguiente? 
A2 55 ов 
D) 120 E36 


D 


15 


16. 


т. 


Se tiene un lote de seis piezas de las cuales 
tres son defectuosa, ide cuántas maneras 
diferentes podemos seleccionar tres piezas, 
de modo que al menos una sea buena? 


AS 
D)20 


EI c19 


E12 


Se compran seis piezas mecánicas, ¿Cómo 
se pueden repartir si hay cuatro talleres 
recibiendo dos de ellos dos piezas y los 
otros una sola? 


N 720 
D)24 


в)360 cy180 


E72 


Hay cinco chicas en un cuarto con cuatro 
puertas. ¿De cuántas maneras pueden salir 
del cuarto las chicas? 


020 
E) 1024. 


БЫ 
0)512 


ва 


Se dispone de tres caracteres de imprenta: 
2,5,7, se forman todos los números de tres 
cifras diferentes. Calcular la suma de cifras 
detodos estos números. 


N84 
D) 420 


в)56 сво 


E)140 


Sobre veinte personas, diez leen una revista 
“К, ocho leen una revista "B" y tres leen las 
dos revistas, ide cuántas maneras se 
pueden elegir cinco personas entre las 
veinte, si tres de ellas por lo menos leen la 
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18. En un plano se marcan doce puntos de los 
cuales cinco están sobre una misma recta. 
¿Cuántos triángulo pueden formarse 
uniendo tres cualesquiera de esos puntos? 


A70 
D) 140 


B) 105 [I 


E210 


20. ре cuántas maneras pueden seleccionarse. 

tresomás personasa partir de 12 personas? 
»52 отв 
81120 


A4018 
D) 1024 


21, Juan Carlos tiene tres cartas; con las letras 
"T" y"N", si coloca lascartas en una fila. 
¿Cuál es la probabilidad de que obtenga la 
palabra": A.N."? 


22, Siseis personas se sientan alrededor de una 
mesa redonda, hallar la probabilidad de 
que dos personas determinadas ocupen 
lugares contiguos. 


E 


¿Cuál es la probabilidad que al retirar una 
сапа de una baraja ésta no sea de espadas? 


2 
5 
E 
4 


3 2 
DH CH 


En cierto tipo de ruleta se tienen dos discos 
giratorios, uno de ellos esta marcado соп 
las letras A, B, C, D, E y el otro con los 
dígitos 1, 2, 3,4, 5. ¿Cuál es a probabilidad 


deobtener una "^B" y un número par? 
2 3 3 
^x DES o% 
2 2 
DE DŠ 


¿Cuál es la probabilidad que en una familia 
de tres hijos hayan dos nifios y una niña? 


m 
а 


Dr 


Se lanzan dos dados, uno rojo y otro azul. 
¿Cuál es la probabilidad de obtener una 
suma de valores igual a ocho y que el dado 
rojo presente un valor mayor que el dado 
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27. Al lanzar tres monedas al aire, ¿cuál es la 
probabilidad de obtener dos caras y un 


sello? 
2 3 3 
np Bs En 
7 4 
mi mi 


28, En una caja hay cinco fichas blancas y cinco 
fichas rojas. ¿Cuál es la probabilidad de 
extraer una ficha roja y otra blanca? 


А 
LE o 
E) 


о» ою 


2$, En una caja se tiene 4 llaveros de color rojo, 
tres llaveros de color verde y dos llaveros de 
color azul. ¿Cuál es la probabilidad que al 


retirar dos llaveros ambos sean rojos? 
1 1 4 
NE DH o$ 
3 2 
D$ 5$ 


30. Siselanzanalaire cuatro monedas, ¿cuáles 
la probabilidad de obtener cuatro caras y 


dossellos? 
1 H 1 
№5 9i oi 
1 1 
Di Dr 


En una urna hay diez fichas mumeradas del 
12110, se extraen de esta urna dos fichas al 
azar ¿Cuántos elementos tiene el espacio 
muestral de este experimento aleatorio? 


КЕ] 930 сузо 
0)45 Е)50 


Se considera el experimento aleatorio de 
lanzar dos dados. ¿Cuál es la probabilidad 
de obtener una suma mayor que cinco? 


1 5 26 
^i DA o% 

13 17 
Dig ri 


зе elige una cara aleatoriamente de unà 
baraja de cincuenta y dos cartas. ¿Cuál es la. 
probabilidad de que sea un 4 o menos de un 
palo negro? 


Dí 


^ A [7] 


D) 


4 z 
15 16 
5 2 
52 9. 13 


En una habitación diez personas tienen 
insignias numeradas del 1 al 10, se eligen 
tres personas al azar y se les pide que dejen 
la habitación inmediatamente y se anotan 
los números de las insignias. ¿Cuál es la 
probabilidad de que el número menor de 


las insignias sea cinco? 
мол вол gos 
0)03 ю04 


AA 210 AAA 
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35. Enel problema anterior ¿Cuál es la probabi 
lidad que el número mayor de las insignias 


sea cinco? 
AOS B)0,15 90,05 
D)0,02 E)0,01 


3. Una caja contiene 4 tubos malos y 6 buenos, 
se sacan dosa la vez, se prueba uno deelosy 
se encuentra que es bueno. ¿Cuál es la pro- 
babilidad de que el otro también sea bueno? 


5 
ША © 


elc ors, 


27. Se lanza un dado e independientemente, se 
escoge al azar una carta de una baraja 
normal. ¿Cuál es la probabilidad de que el 
dado muestre un número par y la carta sea 
deun palo rojo? 


20 
" 


o 
Pg 


38. Del problema anterior. ¿Cuál es la proba- 
bilidad de que el dado muestre un пдтего 
parola carta sea de un palo rojo? 


3 1 
DE oi 


a 
2 
eu E 
12 


Da 


39. ¿Cuál es la probabilidad de que al lanzar 
tres dados la suma de sus caras sea más de 
quince? 


E 7 9 

aw — Pu Ow 
s 

»$ BNA. 


40, ¿Cuál es la probabilidad de obtener un 
cuatro о un número primo en un 


lanzamiento de un dado? 
1 2 5 
юз DE 97 
4 1 
D DR 


Se va a seleccionar un cómite de tres 

miembros de un grupo de siete personas, de 

las cuales dos son mujeres, ¿Cuál es la 

probabilidad de que: 

1. Enelcómite estén las dos mujeres. 

П. El cómite este integrado por lo menos 
porun hombre. 


7 


ENA. 


42. En un lanzamiento de dos dados. ¿Cuál es 


la probabilidad de obtener una suma 


menor que siete? 
2 B 1 
A 5 B) 12 93 
7 " 
Da E 
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4з. Karina escribe cuatro cartas y los sobres 
correspondientes, si ella introduce las 
cartas en los sobres sin fijarse en si corres- 
ponden entonces la probabilidad de que 
cada carta este en su sobre respectivo es: 


44. Seva seleccionar un cómite de 3 personas a 
partir de un grupo de seis hombres y cuatro. 
mujeres, ¿Cuálesla probabilidad de que? 


1. Lostressean hombres. 
1. Dossean hombres y una sea mujer. 
m n 11 
Ni DR БЕН 
11 11 
Dig БЕН 


45, Enunacaja hay diez ampolletas, delas cuales. 
cuatro están malogradas, un enfermo toma 
al azar tres piezas hallar la probabilidad de 
que por lo menos una de las ampolletas 


escogidas este malograda. 
1 3 5 
Er Da oc 
E 4 
D4 D$ 


46. Aun baile de disfraces asisten 10 matrimo- 
nios, si se eligen dos personas al azar, 
entonces la probabilidad de que las dos 


personas sean esposos es: 
1 1 1 

Ag 9105 os 
1 1 

Pus Bas 


4. “К juega res billetes en una lotería de doce. 
números que tiene tres premios, "B" tiene 
dos billetes en otra de 8 números que tiene 
dos premios, comparar sus probabilidades 
deéxito. 


152 


951 975 
m 14 
P) 120 Pas 


48. Se investiga a un grupo de doce hombres y 
doce mujeres, de los cuales a mitad de los 
hombres y la tercera parte de las mujeres 
son personas infieles a sus respectivas 
parejas, ¿Cuál esla probabilidad de que una 
persona elegida al azar sea un hombre o 
una persona infiel? 


> 


2 
m3 [7] 


E 
Ele er 
эйе игә 


49. Se tienen doce urnas y siete bolas. Hallar la 
probabilidad de colocar las siete bolas еп 


seis urnas. 
A)0,0780 в)0,0078 С) 0,0870 
D)0,00870 Е)0,0007 


50. Setienen quince cartas numeradas: 
1,2,3,......15]as que son colocadas aleato- 
riamente en fila, sean los eventos: 
A=Lacarta Y aparece enla 1° posición. 
B= Lacarta 2 aparece en la 2° posición. 
Calcular la probabilidad de que una de las 
doscartas este en dicho lugar. 


A)0,0128. 
0)0,0085 


8)04283 001285 


EJ0,2185 


AA AAA 
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санасан 
= Identificar mplesyra SET 
I nto de ie 
e Racionalizardenominadores. 


Уе — Je FR 
a+b a-b 
EL DESCUBRIMIENTO DE LAS MAGNITUDES 


INCONMENSURABLES. 

La grandeza sublime del Teorema de Pitágoras y la mágica 

belleza del Pentagrama místico pitagórico fueron dos caballos de 
Troya para la Geometría griega, porque llevaban en su interior el 
germen de la profunda crisis de la secta pitagórica donde 
aparecieron. Los Pitagóricos, que, como filósofos presocráticos, PITÁGORAS 
habían considerado como núcleo dogmático de su Filosofía que los números son la esencia 
del universo", encuentran que las consecuencias de su Teorema atenta contra los 
fundamentos de su doctrina, que les había llevado a establecer un paralelismo entre el 
concepto numérico yla representación geométrica. 
En tono apocalíptico escribe Jámblico (Vida Pitagórica. XXXIV, 246-247, 
p.141): "Se dice que primero que reveló la naturaleza de la conmensurabilidad с 
inconmensurabilidad a los indignos de participar de tales conocimientos fue aborrecido 
[por la comunidad pitagórica] hasta el punto de que no sólo lo expulsaron de la vida y de la 
vivienda en común, sino que incluso le erigieron una tumba como si él, que había sido una 
vez compañero, hubiese abandonado la vida entre los hombres." 

El descubrimiento de la inconmensurabilidad marca un hito en la Historia de la 
Geometría, porque no es algo empírico, sino puramente teórico. Con el descubrimiento de 
los inconmensurables quedaban afectadas y debían ser reconstruidas todas las pruebas. 
pitagóricas de los teoremas en los que haya que comparar razones de magnitudes 
geométricas, Se explica, pues, el consiguiente secretismo de los pitagóricos sobre la 
cuestión irracional yla leyenda del castigo por su divulgación. 

La tempestad provocada por el descubrimiento pitagórico de los irracionales 
precipitó la primera crisis de fundamentos en la Historia de la Matemática, propiciando "el 
horror al infinito", que caracteriza casi toda la Matemática griega posterior. Como reacción 
al lenguaje ingenuo de los pitagóricos, mezcla de brillantes ideas matemáticas, actitudes 
místicas y aforismos religiosos, se impondrá el severo rigor de Los Elementos de Euclides, 
Pero el desarrollo de La Geometría al margen de la Aritmética, la ausencia de un Álgebra 
simbólica y la conversión de toda la Matemática en Geometría, con un estilo sintético de 
exposición que oculta la vía heurística del descubrimiento, fue el efecto más inmediato. 


Esla operación matemática cuyo objetivo es determinar una expresión llamada Raíz, de modo que 
dicha expresión elevada a un número entero positivo denominado Índice reproduzca ota expresión 
llamada Radicando. ~. 


Donde: 
ST signo radical : n = Índice 
A = Radicando o Cantidad subradical 


r= Raíz n = ésima de A. 


OBSERVACIÓN 


Si el índice de algún signo radical es 2, dicho índice no será necesario escribirlo, se dará рог 
entendido. Por ejemplo: VA = VA 


/CANTIDAD TOTAL DE RAÍCES 
Dada laexpresién VA, ésta presenta en total "n" raíces complejas (reales o imaginarias). 
Ejemplos: 
+ Laexpresión Y0 presenta tres raíces. 
= Laexpresión/25 presenta dos raíces. 


" — 

siendo A un número real distinto de cero y “n” un entero positivo. 

J* CASO; Ул соп А > 0 tiene sólo dos raíces reales de signos opuestos, A la raíz positiva se le da el 
nombre de solución principal y sólo esta será el resultado de la operación, a no ser que se 
especifique por la otra. 

Ejemplo: 


S ¡solución principal! 
. parace aE 
5 


2*CASO: YA conA <0 no tiene raices reales, las raices son números imaginarios. 
S*CASO: 2Y tiene sólo una raíz real, cuyo signo es igual al signo de A. 


EEEERGIZYZETÀ 


Si la expresión YA presenta “К” raíces reales (k < n) dicha expresión presentará “n — К” raices 

imaginarias. 

Ejemplo: 

+ Laexpresión 181 sólo tiene dos raices reales, pero la cantidad total de raíces es cuatro, 
por tanto las otras dos raíces serán imaginarias y conjugadas. 

«^ Laexpresión (IO tiene una raíz real y seis raíces imaginarias, las cuales son conjugadas. 


¡RAÍZ CUADRADA DE POLINOMIOS | 


La raíz cuadrada, QUO, de un polinomio Р(х) se representa por JPG) y se define como exacta si se 


verifica lasiguiente relación: 
JP) = QC) + 1900 PG 


Si la raíz Q(x) es inexacta se cumplirá que: 


Para extraer la raíz cuadrada a un polinomio debemos tener en cuenta los siguientes pasos: 

1. Seordena respecto a una variable y se agrupan los términos de 2 en 2 (período) comenzando de 

derecha a izquierda. 

Se extrae la raiz cuadrada al primer término que será el primer término de la raíz, se eleva al 

cuadrado esta raíz y se resta del polinomio. 

3. Sebajael siguiente período, el primer término de estos se divide por el doble del primer término de 
1а raíz. El cociente es el segundo término de la raíz. El segundo término de la raíz se suma соп el 
doble del primer término de la raiz, formando un binomio. Este binomio se multiplica por el 
segundo término de la raíz restando el producto al período bajado. 

4. Se baja el siguiente período, se divide el primer término del residuo por el doble del primer término 
de la raiz, el cociente es el tercer término de la raíz el cual se añade al doble de la raíz ya encontrada. 
formando un trinomio que se multiplica con el tercer término de la raíz restando el producto del 
período bajado. 

B. Se continúa el proceso hasta que el resto sea de un grado menor que el grado de la raíz o el 
polinomio idénticamente nulo. 


sd 275 4 


“Residuo o Resto: ROT. 
Ejemplo: —— Extraerla raiz cuadrada al siguiente polinomio: 
Род = x -32x- 6 + 294 194 
Resolución: De acuerdo con los pasos procedemos de la manera siguiente: 
Р(х) = х? - 6i +19х2 -32x +29 
xx 19d -32c +29 


| | 


-6x + 19x 


(2х2 - 390-3) 


(2х2 -6х + 5)(5) 


68-9 


Eu 
Operaciones descriptivas: 

1) x 

2°) (-6х?у+(2х?у= -3x 
3) a0)«Qx)-5 

Finalmente tenemos: Ratt = Q(x) = x" -3x +5 


Resto = R(x) = 2x44 


a r GE 


team CALAPENSHKO 


JEFINICION | 

Es el proceso mediante el cual una expresión irracional se transforma en otra parcialmente 
racional, frecuentemente se racionalizan denominadores con el uso del factor racionalizante (Е В) 
según a relación. 


Es el menor número irracional positivo que multiplica a otro número irracional y lo transforma 
еп racional. 


Ejemplo: ¿Cuál es el factor racionalizante de VŽ? 


Resolución: Observar lo siguiente 
Мыйз =4 -2 
42.48 = 16 =4 
2.418 - 36-6 
2.432 - V6 =8 


Existen varios números irracionales que multiplican a {2 y lo transforma en 
racional pero entre todos ellos JZ es el menor . FR = V 


Se denomina así a todo número irracional que se puede expresar según la forma: 


Miner naen 
veamos algunos ejemplos: 
8 BE NED Y 
RADICAL DOBLE) 


Se denomina así a todo número irracional que se puede expresar según la forma: 


NAR: maneZ',ARBEQ 


veamos algunos ejemplos: 
E (B6B тесі 
Rm LEER SERES! 


team CALAPENSHKO 
LIBRO. 


O ып ES 
I. POR FÓRMULA: 


Donde: 


Ejemplo: 


Resolución: Observar que 


Tener en cuenta que V5 -1 50, luego se tendrá 


Ya - Wiz = 485-1 
п. POR REGLA PRÁCTICA: 


Aquí se requiere que el radical doble a transformar presente la siguiente forma YM x 2/N. 
para luego plantear la relación 


MEAN «Ух dy: x> y 


donde: x.y =N A x+y =M 


Ejemplo: 


Transformar cada radical doble. 
а) 5+2 


ы №2 


) Puesto que ya tiene la forma de la regla práctica procedemos así 


Vs + 246 
die. 
342 3.2 


mn АРБА НКО аас поро —— 0000000 A 


b) Para que presente la forma de la regla práctica es necesario utilizar un 


artificio, veamos: 
A ھی‎ 
AB Na 

UBRO 2 

BA کے‎ 

ý бй 


4? -3Cx «A 
у=х2-с 


siendo:C- VA?-B "Racional". 
Ejemplo: Transformar 10+ V108 en radicales simples. 


Resolución: Se plantea: 10+ V108 = x « Vy 
HallemoselvalordeC: C= 107-108 
C= 1100-108 
c-V5-=-2 
Ahora formamos el sistema: 
22: 


у= 2+2 


De donde al resolver tenemos: x = 1 л у= 3 
2 Vio» J108 -1« 3 


aucem IWR 1 9 Б ышышщи ‚чат 


1. Para denominador monomio 


ES 


Donde; FR = ЎА?" , veamos algunos ejemplos: 


1.48 4 
"BATA 


13FR 


аз de Qnam 56 
A 


П. Para denominador binomio indice dos 


JAB eQ 


Veamos algunos ejemplos: 
> LAO 40-42. 47-42 47-48 
+E ENDR AR 7-2 5 
7 SUM 43) БОЛТ уЗ) SMA E) _ SER 
m IDR aa 1-3 8 


2FR  2FR FR 


usan O 2 


m б-р dS.nm брт _ E+ DUE + 
MOS a 5-1 


Wa. 8 |3 FB +E ;ABeQ-() 
VA YE A + YA Y8 38° 
Veamos algunos ejemplos: 


1 105-602) xs 90.1 
BT” (б.к CA 


BY BON 
5+2 7 


io A) | WT 593 
TE r) (m-e) 


n-s D 


1) VneZ';nz2 


donde: 


OMYSUSAR|29/L09'19J1M3 


FR = VA + YA YE + + dat 


2) ne2*/nesimpar 


team САГАРЕМЅНКО = 


3) neZ /nespar 


donde: 
m - RT LR pasa 


Ejemplo: ^ Racionalizar el denominador de la expresión: 
7 
Ез 


Resolución: Observar que (S + (3 corresponde a la relación (2) visto anteriormente, con lo 
cual tenemos: 


FR 05 - 9 78 + + 3° 


Ejemplo: Racionalizar el denominador de la expresión: 


2 
сея 


Resolución: Observar que 196 – #2 corresponde a la relación (1) visto anteriormente. 


FR - N6 «6*2 02° 
Ahora tenemos: 


E 

096 – Ф2)ғк 

„эшш 

Es 4 
m 


2 


E= 


Racionalizar cada denominador en las 


continuación: 


1 
Ae" 
2 
в) a 
] 
oy 942. 


Du 


7-2 
1 
E, 

эй 


4. Considerar que: 
D. 1. = Denominador irracional, 
Е R. = Fracción racionalizante. 
D.R. = Denominador racional. 
Completa las filas de la tabla adjunta. 


5 Colocar en cada paréntesis R. $. (Radical 
Simple) o R. D. (Radical Doble) según 
corresponda. 


юу? 

B) Ns Jas 
©0275 
DEI 

ю йо) 


6 Transformar a radicales simples: 


м4 

DER 

o + 

D Ji - J120 

D 2+3 

E) 10+ 24 + Уй + 460. 
G) 14 + 2/35 + 2/14 + 2/107 
m i0- J108 


team CALAPENSHKO 


el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 
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Resolución: ^ Dando uso de la transformación de radicales dobles a radicales simples 


tenemos: 
La 72 0-3 
ГЕСЕ 


L=2+2 


Resolución:  Factorizando al trinomio cuadrático del primer miembro; 


6x?-7x -3 = (3х + (2x -3) 
зх 1 


EE 
me A 


Resolución: — Racionalizando los denomínadores en cada término tenemos: 


а Зэ 2/3 +: _ 
203-32 =. +N 2 


5 5422/3) eai 
° FR NENI 2 


2 A2. 43) = 
-B ^ wwe cox m 


Ahora reemplazando los equivalentes en la expresión K se tendrá: 
RAN 


к=-®В-& „д, ву 
к=-23 + /Зу+ 242 + J3) 


Resolución: Transformando cada denominador tenemós: 
E E 
e 48788 - Va caia = [a2 [62 = 6 a 
I-A = CS 
ao gE, 
3 4 1 
i-e 6-45 
1x 522m. 26-42 46. V5 
6-2 -6-5 


EG EA 


Resolución: Sea F la expresión dada, luego: 


IS -Y7) 
AUTRE 


pa 2025-47) (845) -7 элу 
©З + 45) + 7 + [N3 + 45) -(G7 +1) 
к- 2655 - 42635 45-47 -1) 


©з «SY -Q7 + 
2058 - Ыз «5 - 47 -1) 
adis - 47 
a Fe485445-47-1 
AA AS 


Resolución: La expresión dada es: " 
5-19772:2855 407-2788 
E= 1o « 2/28.28 3 - 197 -2./28.28.3 


betti NE= r2 858 AS 
E- a + УЗ -(з- 43) 
E+ V3- Ja N 


is 2 8-23 


Resolución: La igualdad mostrada se puede expresar así: 
weed c Rr 


JAF = Каа Vx 


team CALAPENSHKO 
Porcondición: х®=х+1 c» х°-1=х 
rl -A 
AF = fa + DD - x1 
Transformando 
EN SEE I 


AF = 4+1 


rz 
Ps 


Resolución: El denominador de la expresión es: 
D= ¥ 976-1797 -6 


z y 3 
vx 

D-07-37 +2) 
Observar que el FR de. (7-3) es: 7^ «317 +9 


También que el FR де (7 +2) es 17^ -287 +4 


p GI 387 «q^ -28 0) 
(#7 —3)FR |.| Q7 + 2FR. 


p- G9 327 90539 -247 4) 
T05) 
a 7 2744) 
300 


"Opi onarnooo > è ě ec 


кешен ERO tenemos: 
0+1 
sele] 
Racionalizando el denominador se consigue: 
м? 100/10 + DO -3) 
MP -107-2/10) =M=V10./7-2010 
м = dio. 72/53 
M 10.45 - 42) = 450 - /20 
M =5/2-25 
For condición: 542-245 <> avb -bva 
a=Sab=2 


х a.b=10 


Resolución: Sea "К" el valor simple: 


квз 5-5) 


Elevando al cuadrado: 
А] 
Efectuando operaciones: 


e NI - 8e 7 SF 
rè G+ 703-7) -V6 06-47) 
KF = 2107 -V87 247 
p = 242.57 - ee 257 
KF = 8252/2577 - [692/71 
Transformando tenemos: 
Ka 4254-7 +) 
Rs 7 -1=4 
7 
goo e ————— 2240 


3 EMI 


262.1) 
ттн) 
262.1) 2 ner 


[DE 21 
202.2. 
3 


2445 2-у3 - 
Resolución: л 6s “Alda a 
Multiplicando por Jy 
x [SET 23 
(218) (2-0-8) 
к 2043 , 2-45 
apre ERE d 


De Уз), @-. SRI 


twitter.com/calapenshko 


Supongamos que a- V2 ; be V8 y є = V4, por la equivalencia de Gauss 
tenemos: 


(a +Ь+)(а® + b! + = ab ~ac be) = a? + b? «cà - 3abc 


Observar que a^«b'&c^-ab-ac-bc se comporta como el factor 
racionalizante de а + b + c, ahora si "K” es la expresión: 


k= 
2+3+4: 
к- ER, 
ea 06) QA) -332 5 A 
EN 
шту] 


E ТЕ Е 
9-3.218 9-63 


Ahora considerando un nuevo factor racionalizante para el último 


denominador, se tendrá: 
FR. Pr FR. Er 


Ca P-e 


FR.Fr FRENO 
^729-216.3 729-648 


team EA БМ5НКО чатта: 


PROBLEMA 15. Siendo x, y: z racionales positivos calcular; “x + y + 7з: 
14у. 


Resolución: Sea Kel primer miembro de la equivalencia, luego: 


KETE 


Observar que: V4 + ¥7 +1 = V6 + 7 + 
2243 
qa. 


qap-P 
ror A: 
(ar 
[33 
Keds 
(Ear 


Observar que: (x, y, 2) 


Resolución: Dado que el denominador es un binomio con radicales de indice 3 diremos que su 


factor racionalizante es: 


А yea уе aem 
Vas - Ya + Ya FETU 


Finalmente, luego de operar y simplificar se tendrá: 
(Yao - Via + Ya) 
RD. 


Resolución: Nuestra estrategia consistirá en tratar de poner toda la expresión en términos de 
2 puesto que según los datos solo conocemos el valor de este radical. Para ello 
'multiplicaremos numerador y denominador por /5 ; de ese modo la expresión se 
convierten: 


Resolución: — Agrupandoconvenientementeal denominador reconocemos el E R. adecuad. 


2-884585 2448445 (а+У3+у5] 
+43). 5 G3) 45. Qe 3) E 


F= 


„аш a 
Fo A c: 

De donde reconocemos que el denominadores 11. 
Ln 


Resolución: Elevando al cuadrado toda la expresión y simplificando: 


вте LEE LECE 
ГЕ 


gn a Een 
EAN 


kl 


moi CDM 
"жа фа 


Entonces la expresión original ез: 


4 E-ÁA 


тат САРУУ Уолл: жоро: сакен А 


PROBLEMA 20 Evaluarlaexpresión: 


(1) + b+ 
para: 


a=(2+43)" y b=(2- V3) 
Resolución: 1а expresión dada es de la forma: 
T T к 
аз1°Б+1 
Donde: 


A continuación calcularemos cada elemento de (5): 


1 1 3443 3+ 


4s 


PROBLEMA 21 Determine "o" de modo quel residuo de extraer raíz cuadrada a 


ро) = 4x! + Ax + а sen cero. 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría procedemos de la manera siguiente: 


2х+1 


(x DO) 


Operaciones. 
Auxiliares 


A 


qe 
a 


Por condición: a- 


Resolución: — Hagamoselsiguiente cambio de variable: 
x+l=y > x=y-L 
Ahora el radicando será: 


ye -2- 16-1 

y +2 1y e 
Según el algoritmo: 
утау a iy en] y? +2y-3 
ay «2p 
Gy «y- 3o» 


y+2 
Reponiendo la variable: 
RO) =(х+1)+2=х+3: 
Por condición: 
x+3 = mxen 
m=14n=3 
2 m.n=3 


24х* у? Ay 


a rr 


A 


d 


[n 


(о;у) = 240xy + 192y" + 144y — 60x —48 
ў fy) = 4(60xy + 48у? + 36y - 15x -12) 
Азра doble: 


Косу) ж 4(0х? + 60xy + 48у2 + 36y - 15x - 12) 
ls 
sx Ay 4 
(озу) = 402у - 3) Gx + 4y + 4) 
Finalmente tenemos: 


= B= 173 + xay e 


1145 +943 = (3+ 2? y 20-1442 = (2- /2)* 


3079508 = erras 
тузе = V fora dia 49 = + JAS 
d97 5658 ANN 
4975855 45 +2 

Si "Kî es el equivalente de la expresión propuesta, se tendrá: 


a 
E кч 5 | 


Ed (ea A 


Resolución: Inicialmente debemos transformar al denominador, veamos. 
D-sx(y-2* Jy (2x) + E(x y) 
D= y= EN) 
 Agrupando términos. 
D = Js [yy - x) e xy - + ДОК - уу) 


team AES, 
Cambiando signos: 
Dx Jy (x Д ах — Jy) + a c OI yD 
p= NE-YO уу + УЭ] 
DAS -z+ E + Ve dy] 


Nuevamente agrupamos: 
D = x - f) [Vx - y) - aa - Jy] 


D= (x E fy) VD 
Ahora en la expresión original 
1 
E- 


Racionalizando el denominador: 
pap EADE + уск +) 
(x - fy - SYNE- V] ER. 


cgo ERO + Y +) 


@-у)@- уух-) 


cen EE 
Racionalizando el denominador: 
KY OK фах + YP + r+ RA] 


Fey) = 


[A+]. Fn 
Finalmente tenemos: 


Зук + IER ARA INE 
кур y y 


AN 299 ote 


team САГАРЕМЅНКО 


Resolución: ComoP(%) tiene raíz cuadrada exacta, podemos afirmar que su forma es: 


PO) = Ax + mx + * 
Ahora se plantea: ату. жб 
16 + axî ++ ex + 18 (A + mx + 1* 
De donde tenemos: . 
16x tax eb +ex+ 1e 16x 8m + (т?+вух*+2тх+1. 
Aquíse cumple: 
j 
cen] 7 
b=m+8 
Porcondicióntenemos: 
bat 9 
En función de m' tenemos: 
В Qm-2) +m" +8 = sm +9. 
1 Sm -8m +12 = Bm +9 
S | Sm^-16m43-0 


Factorizando por aspa simple: 
» (5m-1(m-3)70 © mal v m=3 
5 


Como Р(х) es entero en x, coeficientes enteros, solo aceptamos m = 3. Ahora los 
valores de a, bye son: 
a=8m >a 
b=m+8+b=17 
c=2m > e-6 
л а+ь+са 47 


team CALAPENSHKO. 


COFONDO EDITORIALRODO o EZ 

Resolución: Ое acuerdo con la teoría procedemos a extraer raíz cuadrada al polinomio citado: 
dear cen 402-1298] э?+эх-3 

(2х? + 2х).(2х) 

(2x? +4x-3)(-3) 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría procedemos a extraer raíz cuadrada del polinomio Р(х): 


(ах? – 3х2) ca) 
(2х2 -6x + 2:02) 
(252-652 + 4x -3)-3) 


ETETETT 
6x -9х\ 
4x" 18) +2232 sax +b 
-ax*eind- a 
—6х? +18х® + axe b 
бх? –18х2 +12х-9 
(а+12х+(®-9) 
Por condición se plantea: 
G+ 12x + 0-9) =-х+5 
Ahora hacemos cumplir: 
a+12=-1 ^ b-9=5 
a=-13 ^ b=14 
х a+b=1 


team САГАРЕМЅНКО 


1. Reducir: s 


EU EI EE! 
+a 35-48 


A 5-3 в) 5+3. 043-45 


A48 в) 46 СКА 
р) 13442 DE DAL юй 
qe мн 6. Reducir 
Va+2/7+ 246 - 48 EERIE (23 
1 DE оо CE B ay 
D) Y3 DA DIE B1 
0 Gau т. Sisecumple: 
Eldenominador racional de: da afe = (RTE Ven 
1 (a,b,c)EN. 
Wes Caleular:a + b +e 
м4 DH св 
COLUMNAR) n $ 
El denominador racional de: З bi 
TE 6 Sise establece la siguiente equivalencia: 


ext 4 24x +9 + 4(2 +з +3х <> 


A) AesmayorqueB. <> укта ox 


B) AesigualqueB Sri 
FER CS Calcular el valor de: а? +0" 


D) iNoutlizarestaopción! м7 2)10 013 
E) Nose puede determinar D)17 na 
Ae 9. Luego de transformar a radicales simples: 
[233 -x+ 2dx* -x* 20 -9x -1 
"i$ 
М2 E or Indicar uno de ellos. 
Calcular: m+n дурр вах 
А15 В)25 зо Qi -5-1 
D)35 555 Dhira dal 


A A 


10. Encontrar un valor más simple de: 
a-b be с-а 
feos iab нс үста+уса 


оо 
E) abc 


Ma+b 
Da+b+e 


B)bec 


Baila EREZ 
Valens dont Va laa laa 
5а? 
3 -1 Jas Aa 
му в) Sa Суза? 
D) 5а E)-5a 
14. Calcular: 
ҮЗ «ss 46 - [2 + /8+ 2/12 
ayi DES o 
D 3-22 EE 


"7 


m 


Reducir: 
a- SAn 1 +Ух+в-б6ух-1 
Vases c ea aai 


Siendo: 1<х<2. 


2 8 
з DH os 
D)x-1 DE 


Hallar: a + b, sila expresión: 
[aeta 
2b- J2b« (2 - x] 
Sele puede dar forma a+b donde: 


*b son enteros positivos. 
AT в)12 on 
0)19 E) Nose puede determinar 


Stel radical оме: ax + by + yxy(ab + c) 


se expresa como una suma de radicales 


simples, determine el valor de: 
z2 
n 
N13 B) 1/2 ©з 
D)2 53 
Simplificar: 
fa «oa? -b . а? –ъ? 
(a+ bv (a — b) Va? + ab + b? 
А-5 вав 4a 
E)Va-b 
A7 me os 
D9 E)ED. 


team САГАРЕМЅНКО 


ABRO A AAA А 


20. Simplifíquese: 
AEE SEE 
[23+ 847 «$23 -8/7 
DI ЕЧ ©з 
0:2 DEG 
21. Indicar el denominador racional de: 
31997 + 1999 +1 
1+%1+1 
N3 DEI 97 
72 B1 


22. Luego de simplificar: 


aaraa a? -9 — sues] 


DIOS. 


as 


obtendremos: 
юз ma оз 
»ii Dzs 
23, Qué valor de "x" verifica: 
зва EY 
A2 DE cs 
ms Е)6 
м. 
-2 
proporcionar el valor numérico de: 
p- emnt 
ao в) o2 
D)3 E4 


25. Proporcionar el denominador simplificado 
al racionalizar: 


Yo Q5 + 32) 


5-0-0 


A2 Bs С)4 
0)5 LA 
26. Simplificar la siguiente expresión: 
gres 


[ra] 3 


ELI в)у2 ©з 
LE E52 


27. El equivalente de: 


(S25 -3)0/45-9 13+ 
5-245) 2410) 


Pisa Oo 


E) 3042 


AMis-2 
D)4i3-3 


Nai + x +1- з? ex +2х +K 


Admite transformación a radicales simples. 
¿Cuál es el valor numérico de uno de ellos 
si hacemos: x = 1? 


№2 DE os 
Di E) N.A. 
29. Al efectuar: 


EEE" 
RO eeu 1 
5 


№1 B) 1442 
© +43 


D) 1442443 E 4842-1 


a" 


x + 4x +2 
xz 


Qué valor asume: Р(х) = 


si se sustituye: x = E+ "a 


3 КД СТА 
953 Bux О“ 
DIE Bt 
El equivalente de: 

а 

Герт 

(45 «2975 

A) 241248 B) -3841748 
©)7+78 
D) -38+74/5 E) 24-1745 


Encontrar el radical equivalente a: 
Vade de «зї 248 


AMY B) 42.48 OY 


D V2 I8 52-43 
El equivalente de: 

Aum ABA eL 
Jar daa маат 
№№ ma oss 
DE юу 
Indica el denominador resultante де: 

"7 
NB 
жуаз DES C134 
D)413 Е) 441 


Indicar el denominador resultante. 


A)20 
D) 12 


B15 © 25 


E) 55 


34. Proporcionar el valor de: € 
Apanirde: 


12-12 ta- 6 


420^ (0,0 c N 


37. Racionalizar e indicar su denominador 
racionalizado de: 


aa dae «Vie; 


ai B)2 os 
DE 57 


за El equivalente de: 


Les fd mm Т 


es: 
А-1 в)у2+1 2+2 
D) 2+4 EN2«3 


39. Racionalizar e indicar su denominador 


AREAS AAA 


40. Proporcionarelequivalemede: 
381422943 + V20- za 
97+563 


m42-45 © 
E) 5-2 


A aea 
р) 497 +3 


41. ¿Cuál es el tienominador que se obtiene al 
racionalizar: 


N13 в)17 O19 
D)23 БЕ] 


42. Indiqueel denominador racionalizado de: 
1 
В — ШШ: 1. 
1+ V16 - ¥2000 -V5 


N1 DE c10 
0)5 Bs 


41 Señale el denominadorracionalizado de: 
1 
E O O a. 
1+ V16 - /2000 - {5 


B) 1897 ЕД 
D)3284 92 
44. Racionalizar: 
21 

дайа 
indicando зи denominador. 
A2 B)47 Q73 
0)19 юз 


4& Si (a, b,c} c Q^. Calcular "abc" 
sabiendo que: 


7+ J30 + ¥10 + 3 <> Va + VB +E 
N7 99 [2 
0)17 936 


46. Luego de racionalizar: 


1 
ARA 


El denominador es: 
A87 DEI oss 
DEI 597 

47. Al racionalizar: 

63363 «2/7 
3744542 
Qué denominador se obtiene: 
A) s44 В) 452 C) 345 
D) 454 E) 552 

4& Sica>0,125 

El equivalente de: 
ў з fiai qe Ет 
П ЖУЙЕШ DA NO 
es 
лї ва- ©: 
D) 2a Baci 


49. SI: R(x) «5х7 - ах + В esel resto de extraer. 
la raiz cuadrada al polinomio: 
Ро) «2515-205 34-528) ax be 
Caleular:a-b+e 


Аво DEI 082 
р)вз юва 


50. Calculara -b,siel polinomio: 
PO) sax! + bx + 6x ad 


'esun cuadrado perfecto. 
A7 D os 
Du 5-5 


A 306 AA A 


e Reconocer ecuaciones matemáticas. 

+ Resolverecuaciones matemáticas. 

e Aplicar teoremas y propiedades referente a las raíces de una ecuación 
polinominal. 


ах? +x +сх? + dx! +ex+ f =0 


ABEL NIELS HENRIK (1 802 — 1 829), 

matemático noruego nacido en Finnoy y fallecido en Froland. = 
La vida de Abel es un ejemplo dramático de lo estrechamente 2 
relacionadas que pueden llegar а estar la pobreza y la tragedia. a 
Nació en el seno de una familia muy numerosa. hijo de un 
pastor protestante, A los dieciséis años su maestro le aconsejó 
leer los grandes libros de los matemáticos más eminentes, 
incluidas las obras de Gauss. En sus lecturas Abel se dio cuenta 
de que Euler sólo había demostrado el teorema binomial para 
potencias racionales, y cubrió el hueco dando una demostración válida par el caso general. 
Al morir su padre contaba con dieciocho años y sobre él cayó la responsabilidad de 
mantener su familia, pero se las arregló para seguir asistiendo a las clases de la Universidad 
de Oslo. Durante este período abordó el problema de la solución de la ecuación de quinto 
rado (recordemos que las de tercer y cuarto grado ya habían sido resueltas en tiempos de 
Cardano). En primer lugar pensó haber triunfado, pero se dio cuenta de un error en la 
demostración у. pasó a intentar demostrar la imposibilidad de una resolución de esas 
ecuaciones mediante métodos puramente algebraicos. Esta demostración sobre la 
imposibilidad de resolver la quíntica, uno de los teoremas más famosos de la matemática le 
dio Abel cuando tan sólo tenía diecinueve años, pero en un principio no fue tenida en 
cuenta por los grandes matemáticos de la época. 


ABEL NIELS 


Porfin consiguió que sus métodos fueran reconocidos, yen 1 829 llegaron noticias 
de un próxima nombramiento para un puesto de profesor en la Universidad de Berlín. 
Desgraciadamente Abel había fallecido dos días antes de la llegada de esa noticia como 
consecuencia de la tuberculosis. 


„чыш = | зот Б — 
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Sean A у B dos expresiones matemáticas definidas en un conjunto numérico. Se denomina 
ecuación a la igualdad: А = В еп la cual existe al menos una letra denominado incógnita, veamos 


un ejemplo: 


74x 


Es una ecuación de incógnita x. 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN: 


Se denomina así al valor (o valores) que asume la incógnita de modo que verifique la 
igualdad. 


Para la ecuación: 2x — 1 = 7 + x, su solución es: x = 8 
CONJUNTO SOLUCIÓN (CS) 


Es aquel conjunto determinado por extensión donde los elementos son las soluciones de la 


ecuación dada, veamos un ejemplo: 


@х-л).(х+1).(х-з3)=0 


a‏ و 


1) Sila ecuación se encuentra 


=n función de una sola incógnita, su solución también podrá 
ser llamada raíz. 


2) La diferencia entre una solución y una raíz es que la primera no se puede repetir mientras 
quela segunda si 


ECUACIONES EQUIVALENTES! 


Dos o más ecuaciones son equivalentes si presentan el mismo conjunto solución. 


team CALAPENSHKO 
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L DE ACUERDO A SU POSIBILIDAD DE SOLUCIÓN LAS ECUACIONES PODRÁN 
SER: 


1) Compatible Determinada: Si presentan una cantidad limitada de soluciones. 
2) Compatible Indeterminada: Si presentan infinitas soluciones. 


3) Incompatible: No presenta solución, frecuentemente se dice que son ecu; 
absurdas. 


DE ACUERDO CON SU ESTRUCTURA LAS ECUACIONES PODRÁN SER: 


1) Polinomiales: Si presenta su incógnita en el numerador afectada de exponente entero 
positivo. 


a 
2) Fraccionarias: Si presenta su incógnita formando parte de algún denominador. 


1 
ar 
AE 


3) Irracionales: Si presenta su incógnita afectada de algún signo radical o exponente 
fraccionario. 


+  Vx=1=3-x 


OBSERVACIÓN 


1) Ел toda ecuación fraccionaria el denominador será diferente de cero. 


2) En toda ecuación irracional cuyo índice del signo radical sea un número par, el 
radicando y la raíz deberán ser no negativos, 


. Accom 
в 


. УХ=в э Az0ABZO 


3) Las ecuaciones fraccionarias e irracionales previa restricción citadas anteriormente se 
podrán transformar en ecuaciones polinomiales. 


4 309 Lo Lar 


team CALAPENSHKO. 
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Donde: x = incógnita 
араар, AE C/ ag * 0 
n = grado de la ecuación / n € Z* 


"Todo polinomio de grado n (n = ^) de cualquier tipo de coeficientes numéricos, tiene por lo. 
menos una raiz generalmente compleja. 


Corolario: Todo polinomio de grado n (n є Z°) tiene exactamente п raíces 
e Y -x« 5 0 tiene 2 raíces 
+ Y ex =1 tiene? raíces 

"TEOREMA DE CARDANO - VIETTE- 
Dada la ecuación polinomíal de grado "n" cuya estructura es: 


аук" + 


vagi sagt + -0 


Si sus raíces son ху: Xs: ху: 


^X, Se cumple: 
1) Suma de raices: 


X + Xa + X, tt, 


2) Suma de productos binarios: 


3) Suma de productos ternarios: 


жулу + یت رد‎ Xa ++ کوک‎ у, 


ele 


En general: Si S, representa la suma de los productos de las raíces tomadas de “k” en " 
se cumple: 


Veamos un ejemplo para la ecuación: 
2 +52 «10х-1=0 


x + Xa + Xs 


10 
жа жщз +=] =5 


2.1 
xxx qty 


——— M twitter.com/calapenshko 


1) Paridad de raíces imaginarias: Sea P(x) = 0 una ecuación polinomial de grado n 2 2 
donde Р(х) es un polinomio de coeficientes reales, si una raíz de la ecuación es el número 


imaginario a + bi, otra raíz será a —bi; i = V-I,a eR ^ be R- (0) 


Observación: Las raíces imaginarias siempre se presentan en parejas conjugadas, si Р(х) 
ез de grado impar, la ecuación P(x) = 0 aceptará al menos una raíz real. 


2) Paridad de raices irracionales: Sea P(x) = 0 una ecuación polinomial, donde Р(х) es 
un polinomio de coeficientes racionales, si una raíz de la ecuación es el número irracional 


a+ Vb/a <Q ^ Vb € Q', entonces otra raiz será a — Vb 


Forma general: 


Donde: 


incógnita, asume un valor a ^ b є R/a +0 
Resolución de la ecuación: 


ax +b = 04+ ах=-Ь 
b 


Donde: incógnita, asume dos valores; a, b A € e R/a +0 


Resolución de la ecuación: 
1) Por factorización: 


e Resolver la ecuación: x? -x-6=0 
(&-3G*2-0cx-3-0v x+2=0 
x=3vx=-2 05=(3,-2) 


* — Resolver la ecuación: 4x? — 9 = 0 
(2х + 3)(2х – 3) = 0 e> 2x +3 = 0 v 2х-3=0 


2) Рог la fórmula de Carnot: 


Si x, ^ x, son las raíces de la ecuación ах? + bx +€ = 0; a #4 0 estas se obtienen a partir 
de la relación: 


e Resolver la ecuación: Зх? -2х-4=0 


Observar que: a = 3, b = -2лс=-4 


x DA E 
эз 


20) 
2451 28M 

а. 
1+3 

а; 


{ 


EPR TEA 


1*413 1-48 
3 3 


team CADO roma HODO — — — 


Dada la ecuación cuadrática en x: 


ade bre 


Se denomina discriminante al operador denotado por A y definido de la manera siguiente: 


A=b - 4c 


e Parala ecuación: 2х2 - Sx + 1 = 0 


Su discriminante ез: А = CS) – 4201) 
A=25-8 
A=17 
"PROPIEDAD DEL DISCRIMINANTE] 
Dada la ecuación cuadrática еп x: ax? + bx + ¢ = 0; a #0 
1) Sia > 0, la ecuación tiene raíces reales y diferentes. 
2) 514 = 0, la ecuación tiene raíces reales e iguales. 
З) SiA <0, la ecuación tiene raíces imaginarias y conjugadas. 
PROPIEDAD DE LAS RAÍCES DE LA ECUACIÓN CUADRÁTICA | 


Si x, ^ xy son las raíces de la ecuación cuadrática en "x" 


a+ bx+c=032%0 


Se cumple: 


1) Suma de raíces: 


team CALAPENSHKO, PO RATEMÁTICA I dl 


NN pESERVACIÓN 


Para determinar la diferencia de las raíces se recomienda utilizar la equivalencia de Legendre. 


Dada la ecuación cuadrática en x: ax? + bx + ¢ = 0; а #0 de raices x, ^ x, (diferentes de 
cero), si estas son: 


1) Simétricas (opuestas), se cumple: x, «x, = 0 
2) Reciprocas (inversas), se cumple: x, x; = 1 


Siendo S y R suma y producto de raíces respectivamente, toda ecuación cuadrática en x se 
determina según la fórmula: 


Siendo: ax? + bx + c=0 
ax e bicec s 0 


Ecuaciones equivalentes, se cumple: 


Siendo: axî + bx + e= 0 


axî + bx +e =0 


Ecuaciones que presenta una raíz común, se cumple: 


Donde: х = incógnita, asume tres valores a, b, c ade R/a>0 


Sk nS Û a ныны каешы 


Cuyo discriminante se denota por D y se define según la relación 

Zo 

Con lo cual las raíces de la ecuación (2) se obtienen según: 
хона 
DEENC REN E 
5 м9. 


Siendo: wie (raíz cúbica imaginaria de unidad real) 


N| DESERVACIÓN 


Se recomienda utilizar el proceso anterior siempre y cuando la ecuación dada no pueda ser 
resuelta por algún criterio defactorización. 


1) Si:D > 0,la ecuación tiene 1 raíz real y 2raíces imaginarias conjugadas: 


2) Si:D = 0,laecuación tiene3 raices reales, 2 iguales y 1 distinta a estas. 


3) SiD <0, laecuación tiene 3 raices reales diferentes. 


AI EA 
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Es aquella ecuación polinomial de cuarto grado que presenta la siguiente forma. 


[>] 


donde: с incógnita, a, b, c € R- (0) 


Toda ecuación bicwadrada ax“ + bx? + с = 0 donde "m" y “n” son dos raíces no simétricas 
presenta por conjunto solución: 


CS = (m, -m n, =n} 


Siendo m y n las raíces no simétricas de la ecuación bicuadrada ax“ + bx? +c = 0, se 
cumple: 


» 


STR “LA ECUACIÓN 
(STRI "ECUACIÓN Bi 


Siendo m y n las raíces no simétricas, tenemos. 


EN 


Donde: X = incógnita, asume “n” valores; a, b € 200) 


Para resolver una ecuación binomia se podrá aplicar algún producto notable, cierto criterio de 


factorización o la radicación de los números complejos. 


Donde: х = incógnita, asume "2n" valores; ne N/n >2; a,b, ¢ e R- (0) 
N| DESERVACIÓN 
Para resolver una ecuación trinomia se recomienda que en la forma general se realice el 
Siguiente cambio: x^ por y, con lo cual la ecuación sería: 
ayi+by+e=0 


Donde los valores de y se podrán obtener según los criterios vistos en la resolución de una 
ecuación cuadrática, para finalmente resolver la siguiente ecuación binomia: x" y 


Sea Р(х) un polinomio de coeficientes reales, cuyo grado es mayor o igual que dos. Р(х) = О será 
una ecuación recíproca si Р(х) es un polinomio cuyos coeficientes de sus términos equidistantes son 
dgualeso de signos opuestos. 

Neamos algunos ejemplos: 

* dé esxe220 

e 44x2 -ax-1e0 

e Sx 2 #7х2-2х+5-0 

t AS +K 2х7 31 40 


A) Entodactación circa comple ques una cons oare sr È 


2) Todaecuación reciproca de grado impar acepta como raíza 16-1. 


З) SIP(x) = Oesuna ecuación recíproca de grado “n” se verifica lo siguiente: 
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EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


1 4. Marcar Verdadero (V) o Falso (Р) 
segün corresponda. 
1. Toda cuadrática en x tiene dos 
soluciones. O 


IL Toda cuadrática en x tiene dos 
raices. mul) 


mı Si un polinomio cundrático acepta 
raíz nula, dicho polinomio carece 
de término independiente 
ты 


8. Calcular la süma y el producto de las 
raíces de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 


Ná=x+4 
B) (2x +3) -x = 
On = axx +7 


Dire 


Ex'-x- 10 


& — Colocaencada paréntesis E. C. (Ecuación 


compatible) o E. 1. (Ecuación 
incompatible) según corresponda. 
3. Vinculacon una línea cada ecuación de 
la izquierda con su solución de la 23-3 C 
derecha, 5 
59 К 


СОЯ | 
63 


team CALAPENSHKO: 


Resolución: — Ffectuando se tendrá: 


2641 36-6) 
$5 7 43 


8(х +1)=15(х-6) 
Sx*8-15x-90 


98-7x > x=14 
= cs= 04) 


Dando M C M tenemos: 


3Cx-1-108x-2)-3(-2) 1 
30 E 


6x-3-30x-20-3*46 1 
5 


E twitter.com/calapenshko 
Bie] 

66-1 

Ojo 

¿Ga 


X1)- 
ые) 


1 
1-30 


15-1 = хте 
cs m 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 


x*le4 > хез 
2 Све s 


Resolución: Dando M C Ma cada 
сх+ах+Ьх _Ье+ас+аЬ 
abe 
Simplificando tenemos: 
(as bec)x abs bceac 
abs bceac 


(xa «(x- b «(x- c = 3( -a)l - bx - e) 
A 321 agg 


AENOR 


Recuerda que si: т? + n? + p? = 3mnp se cumple que: 
m-n+p=0 y m=n=p=cte 
En el problema se aprecia que: 
(x-2)«(x-b)«(x-c)-0 
Es decir: Зх=а+Ь+с 
Arbre 
3 


Resolución: Resolviendo la ecuación: 
2-1 

x 

5 

ELE E 


=4 6 2-1 4x4 


Por ser ecuaciones equivalentes, x = - 3. también será solución de la ecuación: 
mxs253k-1 


Las 
NE -1 

4 15,,.5m 

E‏ ا 
Multiplicando por dos:‏ 
4+15+2=5m‏ 
21-5m‏ 
p‏ 


Resolución: 1а ecuación dada es: 
А &х-1)+4х-2)+3х-3) 
12 


=к+1 


E 


13x-23=12x+12 


Resolución: La ecuación es: х?+2х+1+х?+6х+9=х®+4х+4 


Reduciendo tenemos: 
2х2 .8х+10=х2+4х+4 


+ 4x+6=0 


(а? + bÊ -ab) x = (a+ b)(a? + b? -ab) 


а+ь 


Resolución:  Efectuando cada una de las potencias del primer miembro, se tendrá: 
aeaeo 
+2+25 
214? «21x «915 14x! +14х +175 
7х2 +7x-84 =0 
x +x-12=0 5 (x -3)( +4) =0 
x=3 óxe-4 


7 


Resolución: Por condición el discriminante de la cuadrática en "x" deberá ser cero. 
tm + 2) 49m) = 0 
(m + 4m &4)-36m «0 
mis4m«4-9m-0 
т?-5т+4=0 
(m-4(m-D«0 


^o m-4 ó т=1 


Resolución: De acuerdo con la propiedad de las raíces de una cuadrática, tenemos: 
Ld 
Por equivalencia de Legendre se plantea: 
Qu ex Y = (xı 44-12) 
Condición. 


(3 EA 2m) 
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PROBLEMA 15 


Resolución: 


PROBLEMA 16 


Resolución: 


а®+ба+9-4: 


1а? -2а-9=0 «э (114+90(а-1)=0 


Son -2 y 4. Calcular: a - b. 


Como la ecuación es de tercer grado, debe tener 3 raíces, si x, ex la 


raíz 
desconoci 


según el teorema de Cardano-Viette se cumple: 


2444x473 


Ahora se debe cumplir lo siguiente: 


(х + 2).(х—4).(х + 5) ex) + 3х ax +b 


эх? -18х - 40 9 э? +3? +ах+Ь 
Observa que: a=-18yb=-40 
a.b- 720 


Determine la suma de todos los valores reales que asume x en a siguiente ecuación 
reciproca: 


(ш +1)х® + (л +3) + 9x* à (8 ms + (n =2) 


рог definición tenemos: 


т+1=п-2 — m-n «QU 
n-3-8-m > men-5 (2) 
Resolviendo (1) y (2) 
m=1yn 


Ahora la ecuación será: 

2x eT cox! 7x4 2-0 
Por aspa doble especial: 

б^ x. x «5x 2)-0 
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Resolución: Por dato 2 y - 5 son dos raíces, luego por teorema las otras dos raíces son —2 
y 5, construyendo la ecuación se tiene: 7 
@-2(х + 2(х-53(х+5)=0 


Еїесїшапдо: x - 29% «100-0 


La ecuación obtenida. con la ecuación dada deben ser iguales, entonces: 
5m+4=29 y (mn? «100 
a (5а)? = 100 


Resolución: La ecuación mostrada se puede representar así: 
x-4= à -8 


Elevando al cuadrado: х? – 8х +16= х? -8 
24 = 8k 
3=x 
Reemplazando x = 3 en la ecuación original: 
3-1=4 
2= 4 ¡Absurdo! 


La ecuación es incompatible 


Por paridad de raíces imaginarias: x, =1 13i z+ ху «1e 3i 


Formando la cuadrátida de raíces x, y x, tenemos: х2 -2x + 10 =0 
Por paridad de raíces imaginarias : ху = 2 - 3î > x, =2+31 
Formando la cuadrática de raíces x; y x, tenemos: x, -4x +13 = 0 
Сото Р(х) es un. polinomio de grado minimo y de coeficientes reales que acepta. 
como raíces a xy y xs, Р(х) también deberá aceptar como raíces a X, Y ху, соп 
lo cual Р(х) será: - 

P) = (х® -2x 4 10). - 4x +13) 


Efectuando la s 
Pi) = x" - 6x? + 31x? - 66x +130 


Por condición podemosnotar que: n = 3; а = 6; k = 3 y b = 130. 
2. п. к.а. be 7020 


Resolución: Sea x el nůmero total de monos. Luego por condición se tendrá: 


: 
(шс 

х?-64х +768 =0 
(к-48).(х-16)=0 


De donde: x-48 6 x-16 
2. La condición se verifica para 48 6 16 monos. 


Observar que 2010 no es un año bisiesto por lo tanto tiene 365 días y Febrero 
tiene 28 días. 


Sea x el número de hojas arrancadas, luego (365 — x) representa al número de 
hojas que faltan arrancar. 


Por condición: x = S-(365-x)« 5 
13 
азх = 5(365--х) + 65 
18% = 1890 = x = 105 


A la mañana siguiente del día en mención se habían arrancado las hojas 
distribuidas asi: 

31 del mes de Enero 

28 del mes de Febrero 9 hasta aquí van 90 días. 

31 del mes de Marzo 


Los otros 15 días corresponden al mes de Abril. 


Observar que el día en que verificó la condición del almanaque diario fue el 16 
de al 


2. La pareja cumplió seis meses el 15 de Abril. 


Por condición х? -3x +m = 0 tiene solamente 2 raíces reales diferentes, lo cual 
involucra que la tercera raíz también debe ser real pero igual a una de las dos 
raíces diferentes mencionadas. Es evidente que estamos frente ala segunda 
propiedad del discriminante de una ecuación cúbica incompleta, es decir 
debemos plantear: 
ar 
a-o 


асаалаа ———— A 


I 3 


Para la ecuación dada: 


( 


+ eet 


mi-4-» m=26m=-2 


2 EValores reales dé m = O 


Resolución: De acuerdo con el teorema de Cardano-Viette: 
S, = Suma de raíces tomadas de 1 en 1 
Sy = Suma de productos binarios de las raices 


Se pide: Е 


Dando uso de la potencia de un polinomio la expresión F se puede representar 
asi E 
E 
$-3y$-2 
oos FEY - 2(-2) 944 


F=13 


Por tal razón la ecuación quedará así: 
(к+2х-4) +A _1_1 
х+3х-5) 12x*9(4-8) 7 
Transponiendo términos: 
GEDE 1. 6*90-2 1 
EDS 7 12x*5)4-8 12 
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Factorizando obtenemos: 
Xem EI (x+ 40x: 
бс+зух-5) | 12[ G*96-5 


Luego de realizar operaciones en cada corchete, obtenemos: 
(26-2 toute 
(36-5) 


Efectuamos las multiplicaciones indicadas y reduciendo, nos queda: 
1 ip 2 
olla 3x0. 

Simplificando y transponiendo términos, obtenemos: 
хі -3к-40= х2 215 

Finalmente, luego de reducir términos semejantes, encontramos. 
x--25 

^ CS= (-25} 


Var "erri dcr =5{а+х)(а-х) 

Aplicando teoremas de exponentes y transponiendo términos conseguimos: 
O E] 

Utilizando el criterio del aspa simple en el 1" miembro, la ecuación a resolver será: 

A SO 

4 Wa*x-Ya-x-0 v  Vasx-a a-x-0 

Resolviendo cada ecuación por separado, tendremos: 
A ra 


Elevando al cubo, obtenemos: 
а+х=а-х v aex-64a-x) 
Despejando*x" en cada ecuación: 
x=0 ve 
65 


Finalmente el conjunto solución de la ecuación será: 


prn 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 
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а?-5а+6=0 


a2 :a-3 


Finalmente se observa que la mayor solución es: 


Resolución: радо que los términos del 1” miembro corresponden al desarrollo del cubo de un 
binomio, utilizaremos la propiedad de proporciones de este modo nuestra 
ecuación quedará asl: 

баз) ба ал) 91097 

(ad Gs) 91-37 
Efectuando operaciones nos queda: 

+3 30412128. 

ada 54 


PSS ESTEE AA 
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Resolución: 


Por tratarse de una ecuación recíproca, se debe cumplir una igualdad entre los 
coeficientes equidistantes de los extremos. Según esto se puede establecer que: 
m=n+6 => m-n=6 «(1) 

Ss оп-3=5-т оэ т+п=В.(2) 
Resolviendo, tendremos: 
me? ^ mel 
Luego la ecuación a resolver será: 
7x -2x 10-214 7-0. 
 Factorizando el polinomio de 4" grado según el método del aspa doble especial, 
tendremos: 


(Ê +12х + 7) - + D= 0 


Para reconocer las raíces reales de esta ecuación, cada factor lo igualaremos a cero, 


veamos: x 
D 7€ +12х+7=0 = A - (12) -40)) =-52 
Dado que A « 0, deducimos que esta ecuación no tiene 
raíces reales. 
2) 0-2х+1=0 эл= 
Luego la ecuación tiene dos raíces reales iguales: 
xxt 
Finalmente el valor pedido será: 
a баў 


a =0 
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Resolución: е acuerdo соп el teorema de la paridad de raíces imaginarias, si una raíz es 
xy =2+i,otraralzserá: x, = 2-i. 
Por Cardano- Viette: X, + x + x = 5 
@+0+(@-0+х,=5 


Resolución: ^ Deacuerdoconelteorema dela paridad de raíces irracionales. 
Siunaraízes x, = 3+ V2, otra raíz será: x, = 3- J 
Ahora formaremos una cuadrática de rafces x ^x: 
3; PO 
Donde: * s=(3+42)+ (3-42)=6 
e ao o Pelay). (a 43)=7 
Conlocadllacuxdráticaes -6x +7 = 0. 
Е 1 que dos raíces de x – 252—452 +ах + b son raíces dex? — 6x + 7, luego 


` podemos plantear a siguiente división exacta: 
f-m ateo 
Ysegúnelmérodode Homer: 767 
a b 
Ta 91 
7 


"um 
Enelresiduo: — a-28*78-0 ^ b-91-0 
а=-50 ^ b=91 
2 a+b=41 
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1. Determine la solución dela ecuación: & 
54(3x-3) + 8(4x-3) = 720.) 
13 14 15 
® юш од 
16 17 
®- D- 
2 Resolver: 
n 
£ 
3, Determine el conjunto solución de la 
ecuación: 
EA x,2r0,bx0 
А) {a-b} B) (b) C {a+b} 
руба? + b?) E) {a} 
D 
4 5іа, р сопа > fisonraíces de la ecuación: 
(Gx-6 = (3x + D? 
Hallar: 148-a 
A 52 93 
Ds 97 
1 


5 Determinar la menor raíz de la ecuación de 
segundo grado: 
Рр) = (a-2)x"- (Ga-8)x+2-9=0 


siendo P(x) un polinomio mónico. 
мз 9-2 ол 
0)2 D3 


Sila suma delas raices de la ecuación: 
ax" - 2ax + 21 =0 


25. Hallar; а 

5 2 2 
03 DE 925 
mi D-3 
Silasraices dela ecuación: 


36m + 3022 = (14m +3)x-(5m-1) 
son recíprocas, hallar m. 


A3 в)-2 os 
0)2 E)-3 
Silasraíces dela ecuación: 


х2 + (m-3)x-3m =0 
Cr le 
sona, by satisfacen: f + f 7-15 Hallar 
el valor fraccionario de m. 


9 
юе 


ишш 


¿Qué relación debe cumplirse para que en 
la ecuación: 

ax! +bx+e=0 
una raíz sea el doble de la otra? 


A)ab- 3c 
D) 22? = 9ac. 


Cab =2 
E) ab = 2с 


B) ac = 5b 


Determinar “m” de modo que la diferencia 


de los cuadrados de las raices de la 
ecuación: 

x—mx+12=0 
sea igual a 7. 
A42 B) +7 0344 
0)+6 Bir 


AAA E A Зат а 


l. Después de resolver: 
xedóx«6-11 
Se obtiene como solución: 
DE 917 os 
D)6 E) 20 


=bJ(b-a-e) 


Ma+b+e В)9/8ас С) За 
D) ab/4 E) be 


13. Dada la ecuación: 


10-20) 
UE 

una de las raíces es: 

Макс Ba-/b — Oya-Vb 

D) VE- 4 Eja- Vc 


f4 Indicar el valor que debe tener (m + n)” 
sabiendo que las ecuaciones: 


(т -2)х®-(т + Zix-(n* +6) =0 
(m-1x* - (m? +1)x - (n -4)=0 
son equivalentes. 


N12 
D) 49 


B)16 025 


E) 81 


f$. Indicar los valores imaginarios de “m”, de 
modo que las cuadráticas siguientes: 


m?+x- 


xî +x+1=0 
acepten una raíz común. 
В 


nas nc 


Dai Bai 


1 


1. 


s 


Dada la ecuación: 
x epi! +q=0 


la suma de las séptimas potencias de sus 
raíces es: 


Bp Opta 


E) (p+ 


Indicar la suma de coeficientes de una 


ecuación bicuadrada de raíces: 

xii Xai XY Xe 
Si x 22y x.x =2 
A84 в)вз оа 
0)95 B4 
Después de resolver: 

1 

TR KERETET] 

se obtiene como solución: 
A 16 DII БЕД 
D)9/16 E) 9/8 


¿Cuáles de las alternativas que se 
muestran será la raíz de la ecuación: 


ass +3х-2=0? 


з 
D)-Y2 


5-2 ov 


E) 1/4 


Qué se puede afirmar de las raíces de la 
ecuación: 

kc + (k+2x+8=0 
sabiendo que sus raíces: x, y x, verifican 
la relación: 
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21. Elsiguiente polinomio: 
PÛ) = х*-3х*-бо? + 1007 + 21x +9 
Presenta: 


B) 2raicesde multiplicidad 2 

C) 1 гай de multiplicidad 2 y otra de 
multiplicidad 3 

D) 1raízdemultiplicidad 4 

E) 1raízde multiplicidad 5 


22 Indicar una de las soluciones de la 
ecuación de incógnita ^x" 


23. Indicar la suma de las raíces de la 
siguiente ecuación: 


х2 -6x +9 = adi -6x6 


№12 B) 16 oas 
D) 18 E) 13 


24. Dadala ecuación: 


x 28x +2т = O 
Hallar “m”, tal que una raíz sea el doble de 


laotra. 
A-2) BAZA ©) (7:7) 
D) (24-24) Е){5;-5) 


25. Sean: 
РО): el polinomio de menor grado con 
coeficientes racionales que tiene a: Y3 y 
1 + i,comoraices simples. 

Об: el polinomio de menor grado con 
coeficientes reales quetienea: V3 y 1+ i, 
como raíces simples. 

Luego, podemos decir: 


A) Grado (P) = Grado (Q) 
B) Grado (P) < Grado (Q) 
D Grado > Grida (O) 

» 


26. Sil 


i esraiz de: 
х*-4 + 11 - 14x + 10-0 
entonces, la suma de las otras raíces es 


Ai pai 1-а 
D)1«2i E)4 


27. Indicar la suma de los cuadrados de los 
ceros no racionales de la ecuación: 


Xe 2 -7x-2 =0 


An 813 ою 
Ds B2 


28. Silas ecuaciones: 
к-а) D) =0 
x'-(a*f)x*320 

Son equivalentes; calcular af(a + f). 


A2 вз ©з 
DJS m6 


29. Determine los valores reales a yb, de modo 
que: 1-i sea una raíz de la ecuación: 


x +a +Ь=0 
Indicar la suma. 
лв »6 9» 
D)10 57 


30. Resolver e indicar el valor de x en 
la ecuación: 


1 1 1 
ахтп+1 AD a 


ÁS 
A arar 


ES 


Un comerciante compró cierto nümero de 
lapiceros por S/.320, sí cada lapicero 
hubiera costado 4 soles menos habría 
podido comprar 4 lapiceros más. ¿Cuánto 
costó cada lapicero? 

AS/16 S4 
D)5/15 


08/12 
E) 5/20 


Una vendedora lleva al mercado una cesta. 
de huevos. Si cuando vende los 2/9 menos 
5 huevos, añadiese 37 huevos a los que le 
quedan, entonces el nümero de huevos 
que leva al mercado quedaría aumentado 
еп 1/6. ¿Cuántos huevos llevaba en la 
cesta? 

B) 136 996 
E) 108 


A166 
D)84 


Un anciano deja una herencia de 2mn 
soles a un cierto número de parientes, 
"m" de estos renuncian a su parte y 
entonces cada uno de los restantes queda 
beneficiado en "n" soles más, ¿Cuántos 
son los parientes? 


A) 2n 
Dn 


Bm LES 


Em+n 


Las dos terceras partes de la edad de "A" 
excede en 6 años a la edad de "B" y hace 
6 años la edad de "B" era los 2/9 de la de 
“К^. ¿Qué edad tiene "A? 


N20 
D) 24 


B) 16 oz 


E)26 


Un campesino compró un cierto número 
de palomas, pavos y gallinas, pagando por 
cada animal tantos soles como aves 
compró de esa clase, en total compró 23 
aves у gastó 211 pesos. Indicar el número 


de gallinas que compró. 
A5 вуз ов 
D)4 597 


00 co e er 


з 


Indicare valor de х que ae obtiene al 
mer 
стаса 
Aera dex 
A E за 
ИС 
da E 
Das Eis 


Calcular el valor de "x" que satisface la 


ecuación: 


5 5 
Niza B) +a 9-33 
D)* 5a E) £ 10a 
Dada la ecuación: 
Wax iera 

La suma de sus raíces ез: 
A) 100 в) 48 css 
D) 16 E) 36 
Resolver: 

T мау 


x a+b c х+а+Ь+с 


Dando luego la diferencia entre la mayor 
y menor de sus raíces: (a < b < c) 


A)c-a-b Ba-b+e 
Car+b+e 
Da+b=e E)b-a-c 


Obtener la suma de las raíces reales de: 
Qana «dece = [зх®-лох+11 


БЫ 
оп 


ms 


010 
E) 12 


41. Apartir dela ecuación polinomial: 


dto 
Calcular el valor de "n", tal que la 
expresión: 
Kex extend 
adoptesu minimo valor. 
Siendo: x, x, x, falces de la ecuación. 


А-2 DE o-s 
D)3 D-4 
42. Una de las raíces de la ecuación: 
DETEN] 
es: 
۸2+23  B)2-2/2  C)2-2i 
0)4-42 E)4« 2/2 


43. Calcular el término independiente de x en 
el polinomio P(x) de coeficientes enteros de 
menor grado que acepte como una de las 


raícesa: 

х= 4348 
۸-12 D ов 
DI 5-18 


45. Calcular la suma de los valores que admite 
"a", para que la ecuación: 


x (ü-ax + (7 -2a)x + 18 = 0 


admita dos soluciones. 
DET 9-95 975 
0)2 E35 


46. Indicarlasuma delas raíces no imaginarias, 
dela siguiente ecuación: 


x5-18/2x! +64=0 


DI 
D)442 


OZ 
BSZ 


DE 


44. Silasraícesdela ecuación: 
X43 54720 
Son, syt. Determine una ecuación cúbica. 
Del sel +1 


cuyasralesson: 133,921 ; t4 
Dar como respuesta la suma de raices, 
А2 mi © 
7 
2 
52 в 
7 5 


ecuación polinomial: x"- 2 + 3x +1 = 0 
Proporcionar un valor de: t= [Î] (a, - 2) 
ќа 


A1 
0)2"-1 


B)2n-3 — O2n«3 


ENS 


Hallar el valor de "s" en la ecuación: 
(a+ a=) (a+b) +b) _ 
ань b 
ala? - Gab +b?) 


A) 2a 
D) 4a 


B)a 


Indicar las raíces de la ecuación: 
aax +2 fe- =3 dax 
s9 

05 
E 

»5 

?33 

Determine las raíces гу, гу, гу Y 1, dela 


ecuación: 4x*-ax! + bx? ex + 5 = 0. 
Sabiendo que son reales, positivas y q 


ELEM 
2'2 7*8 
Scar made dad 
A16 B)17 С)18 
0)19 E)20 
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CAPACIDADES 
“+ Reconoceraxiomas y teoremas del conjunto de los números reales; ON Ct 
e Reconocer axiomas, teoremas y propiedades para la relación de orden. 
«^ Identificar yefectuar operaciones con intervalos: 00000000007 


PIERRE DE FERMAT, Este matemático francés 
nació en Beaumont de Lomagne en agosto de 1'601, y falleció 
еп Castres el 12 de enero de 1665. Se educó en su ciudad natal 
en el Colegio de los Padres y al terminar sus estudios en. 
"Toulouse, se dedicó a la magistratura. En su juventud estudio 
con Pascal. Nombrado consejero del Parlamento de Tolosa 
(1631) dedicó su tiempo libre al estudio de las matemáticas. 


PIERRE DE FERMAT 


Por su correspondencia con algunos sabios contemporáneos, particularmente 
con Descartes, adquirió fama de gran geómetra. Aportó a la Geometría una regla que hasta 
cierto punto constituyó un anticipo del cálculo diferencias y perfeccionó 
considerablemente la teoría de los números, que había permanecido estacionaria durante 
un milenio. Su correspondencia con Pascal, relativa a un juego de azar, contenía en germán 
cl cálculo de probabilidades. 


Formuló numerosos teoremas, aunque no dio a conocer su demostración. Todos 
ellos fueron luego probados, con excepción del “último teorema de Fermat”, Este establece 
que esimposible demostrar la validez de la ecuación. 


a" + b" = с" para cualquier valor de п, cuando a, b у с son números enteros 
positivos. El teorema ha sido demostrado sólo para valores de n inferioresa 619.. 


Desde la publicación de las obras completas de Fermat (1 679), matemáticos y по 
matemáticos intentaron demostrar este teorema, estimulados inclusive por las promesas de 
importantes premios, pero sus resultados fueron negativos. 


El sistema de los números reales es un conjunto denotado por R, provisto de dos operaciones 
internas: Adición (+) y multiplicación (.); una relación de orden (>) y otra de igualdad (=) 


LA. CLAUSURA O CERRADURA va beR:(a+b)eR 


La adición es una operación interna totalmente definida en & que a todo par de 
"números reales (a; b) corresponde un único número real a +b llamado suma de a yb. 


2.B. ASOCIATIVA Ya b,coR:(a+b)+e=ar(b+o 
2.C. CONMUTATIVA VabeR:a+b=b+a 


2.D. EXISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO ADITIVO 
узев, 1068 |а+0=0+а=а 
Elcero (0) esel elemento neutro dela adición. 


Z;E- EXISTENCIA DEL ELEMENTO INVERSO ADITIVO 
VaeR,3! Ça) eR | a+) = (a) £a 0. 


Para todo nümero real a; 
(op(a)- -a) 


) es su elemento inverso, también llamado opuesto 
twitter.com/calapenshko 
AXIOMAS PARA LA MULTIPLICACIÓN 

3:A: CLAUSURA O CERRADURA VabeR:(.beR 


La multiplicación es una operación interna totalmente definida en R que a todo par de 
números reales (a; b) corresponde un único nûmero real a. b llamado producto de ayb. 


З.В; ASOCIATIVA: vab,ceR:(a.D.c=a.0.0 


З.С. CONMUTATIVA: VabeR:a.b=b.a 


A este axioma también se le conoce como la ley universal y se suele anunciar así “El 
orden de los factores noaltera el producto" 
3.D. EXISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO MULTIPLICATIVO 
Має, 11е |а. 
Eluno (1) esel elemento neutro dela multiplicación. 


team CALAPENSHKO 
FONDO EDITORIAL RODO. Y ALGEBRA ДА 


3E; EXISTENCIA DEL ELEMENTO INVERSO MULTIPLICATIVO 


vaeR-(0,3la^ eR|a.a! =a" acl 


——— P MI 


DISTRIBUCIÓN DE LA MULTIPLICACIÓN RESPECTO A LA ADICIÓN 
Va, b, c e R; tenemos: 

D Porla derecha: a.b+o=a.b+a.c 

i Porla izquierda; +) .a=b.a+c.a 


Los axiomas, teoremas y propiedades para la relación de orden (>) serán tratados como 
desigualdades, por tal razón hasta aquí no lo consideraremos 


[4: "AXIOMAS PARA LA RELACIÓN DE IGUALDAD! 


л. DICOTOMÍA vabeR:acbvaeb 
5.В. REFLEXIVA VacR:a=a 

4,0, SIMETRÍA Va beR:a=bob=a 
зр. TRANSITIVA Yab ceR:a=bab=e 


LE UNICIDAD EN LA ADICIÓN 
abceRiacboascebec 


Si al número real a se le suma otro número real c, el resultado es otro número real 
único:a+e 


4.F. UNICIDAD EN LA MULTIPLICACIÓN 


ab ce boa. 


b.c 


Sial número real a se le multiplica otro número real e, el resultado es otro número real 
único:a.e 


E 
Se denomina desigualdad a la comparación que se establece entre dos números reales mediante 
26, llamando a los dos primeros simples y a los otros dobles. 


los signos de relación >; 


Siendo a y b números reales: 
ab ^ amayrqueb 


Desigualdades estrictas. 
acb  amenorqueb 


azb  amayoroigualqueb 
Desigualdades no estrictas. 
asb — amenoro igual que b 


AXIOMAS DE LA DESIGUALDAD - 
1) LEY DE TRICOTOMÍA: 


VanbeR:a>bva<bya=b 


2) LEY DE TRANSITIVIDAD: 


VubaceR :sia»bab»casc 


3) LEY ADITIVA: 


VabaceR isia>bra+rc>b+c 


4) LEY MULTIPLICATIVA: 


Va beRaceR' :sia>b sae >be 


Siendo a, b y с números reales: 


1) azbea»bva 


2) a<b<coa<bab<e 
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т} sbaceR! ó abacer 


2) VabeRAceR: 
acbecolcl 


a>b э ac<be et 
CEA ET гы También 
a 1t 
asbeca lel 
4) abcadeR: e b 
DIAS 8) Vab R, zt 
e»d ) VabaceR,ne 
arc>b+d ا ۾‎ с at > pinu damen 
5) abc^deR: 
E 9) vabaceR'neZ* 
ЕТЕТ) аъ сеа? cb? ec 
6) abcadeR' 
a>b 10) Ya baceR,neZ* 
с>4 эы T 
IE a> > cb ca 


TEOREMA ADICIONAL (DESIGUALDAD DE CAUCHY - SCHWARZ) 


by números reales 


a,b, < (af TET T + bÊ +n. +b) 


/COROLARIO (LEMA DE TITU)' 


1) а<0ле>0: 2) amn>0:2+%> 
2 22 ma 
а<ь<е > 0<bsmáxda?, c) 
máx.(a, c) indica el mayor elemento 3) а>0: а+122 
ME a 
del conjunto (а?, с?) 


4j а<0:а+15-2 
а 


345 


r seen # 
/PROPIEDAD'ADICIONAL: 
Para números reales positivos tenemos: 
MP = Media potencial 
MA = Media aritmética 
MG = Media geométrica 
MH = Media armónica 


МРЗ МАЗ MO EME 


Para tres números a, b A c; k e Z^ 


“+b + +b+ 
патта ҮА 


CLASES DE DESIGUALDAD 
1. DESIGUALDAD ABSOLUTA. 
Es aquella desigualdad que mantiene el sentido de su signo de relación para todo valor 


asignado a su letra variable. 
Por ejemplo: 


X150 кєй 


7 XLDADRELATIVA 
Es aquella desigualdad que mantiene el sentido de su signo de relación sólo para valores. 
particulares desu letra variable. 

Porejemplo: 


six-1>5-x=2x>3 


team САГАРЕМЅНКО 
cau 


"TONDO EDITORIAL RODO E rrr 


"DEFINICIÓN. 

Se denomina intervalo al conjunto cuyos elementos son múmeros reales, dichos elementos 
se encuentran contenidos entre dos números fijos denominados extremos, а veces los extremos forman 
parte del intervalo. 

Son todos aquellos intervalos cuyos extremos son números reales, estos podrán ser: 


I. INTERVALO ABIERTO: 
No considera a los extremos, se presenta por existencia de algún signo de relación simple. 


En la recta real se tend; 


a ù 
Donde: a< x< b sox e(a; b). 


También: x e Ja; bL 


П. INTERVALO CERRADO: 
Si considera a los extremos, se presenta por existencia de algún signo de relación doble, 
En la recta real se tendrá: 


— E ~ 


Donde: asxsboxe [a;b] 


Ш. INTERVALO MIXTO: 
(Semiabierto o semicerrado), considera solo a uno de sus extremos, 


— E 


a<xsboxe (a; b] 


—— ANM __ 


asx<boxe lab) 


Para: 


Para: 


team CALAPENSHKO 
ОР лага, ш 


Son todos aquellos intervalos donde al menos uno de los extremos no es un número real. 


L INTERVALO ACOTADO INFERIORMENTE: 


Donde: a<x<mox>a 
xe: 


Donde: asx<moxza 
x e la; 2) 


П. INTERVALO ACOTADO SUPERIORMENTE: 


Donde: -e<x<aox<a 


Donde: —xexsae xta 
xe (ial 


DESERVACIÓN: 


1) Un conjunto se dice que es acotado si y solo si es acotado superiormente e inferiormente 
ala vez. 


2) Рага el conjunto de los números reales Е, se tiene: 


| el = Cos m) 


Es evidente que — « y se no son números reales. 


3) Сото los intervalos son conjuntos con ellos se podrán efectuar todas las operaciones 
existentes para conjuntos, tales como la unión, intersección, diferencia simétrica, etc, ... 


1... Marcar Verdadero (V) o Falso (F) según 
corresponda: 


A)-2»-10 xi 


DN >2 
© 020 


D) x> 3,1416 


Bezz 


2. Dadoslosconjuntos: 


Алов DA. 
B)AnB юв 
SAAB PALUBY 


3. Sixe (-2;3) determine la extensión de y 
encadacaso: 


Ny=x+2 
Byex-5 
Су=2х+1 


D)y= +1 
10 


4 Coloca un visto ( Y ) en cada recuadro 
que corresponda a un intervalo acotado, 


A ا‎ In] 
». mmm c 
o -- c 


E [msn] O 


5. Escribe Verdadero (V) o Falso (F) según 
corresponda: 


A) VI1-2 noesun námero real... ( ) 


В) siir =з1а1з э Лео 


CSixeR-— хєй* UO) () 


5 
DXHMQ 0000 0 C 


E) (6i -10)ez 


6. Ubicar aproximadamente en cada cas 
lero de la recta real los siguientes 
números; 

27-2; bu enc; dea; 0-5 


iaa alia) 


team САГАРЕМЅНКО 


Resolución: Consideremos х, y, z « N. Ahora si * es asociativa, deberá verificar la siguiente 
relación: 


(x*y*z-xtitan 


Hallemos (x * y) * z dela fórmula: 
arb=a+b+2ab 
xtyexeye2xy 
(ON *2=x +y + 2ху + 2+ 2(х +у + 2x2 
(х*у)* т = х + у + 2ху + к + 224 2y2 + AYE 
(х*у)*® = x+y + 2 + 2ху + 2x2 + 2y2 +4xy2 


Hallemosx * (y * z) de la fórmula: 
ma+b+20b 
y'z=y+z+2ye 
x*(y*z) ex ужа дуг + 200(y +z + 2y) 
х*(у*а) = x+y + 1+ 2yz + 2ху + 2х + 4XYE 


Finalmente de (1) y (2) notamos que: 
ту) тах t2; Vx yzeN 
+: Laoperación *esasociativa. 


Resolución: Supongamos que “e” es el elemento neutro, ahora podemos plantear la siguiente 


relación. 
atesa; aeeN 
Deacuerdo conla fórmula: 
а+е+2ге=а € e+ 2e =0 
o 


e(523-0 e e= 


Ta 
seco 


team CALAPENSHKO 
< FONDO EDITORIAL RODO 


PROBLEMA S EnRdefinimosla operación * por: x *y = x + у + 5, six ^ denota al inverso de x 
bajo la operación *. Calcular el valor de "y" en la igualdad: 
51) ез = iener 


Resolución: Si *e” es el neutro, se cumple que: 
De acuerdo con la fórmula tenemos: 


а+е+5=а 


También recordemos que el neutro verifica 


10-х; Yx«R 

Finalmente en la igualdad propuesta: 
astro 
[(-10=x)*(-15)]* 3 = C14* x) * C11) 
[-10-x-15+5)*3= (x -9)* C11) 
-20-х+3+5=х-9-11+5 


оучвиәаргүеэәушоэ-ләўиму 


-12-х=х-15 
-1241522x €» 3=2x 


2 
2 


PROBLEMA 4 Se define la operación binaria * en — (Ojsegún la fórmula: 


ъ= Sab, además. 


X denctalinveno dexresperode*.Cacular [ 1)" 


Resolución: Supongamos que "e" es el neutro: 
atesa 
De acuerdo con la fórmula tenemos: 


= Ol 349 kv ermer Гө раа етты 


team CALAPENSHKO 


LIBRO. 


PROBLEMA 5 


Resolución: 


PROBLEMA 6 


1 
5 


1 
Finalmente para х = ст 


Demostrar que Ya eR: 


0 =b,ahora 


Supong 


в que: a 
Por el axioma de reflexión: 

Por el elemento neutro aditivo: 

De acuerdo con la hipótesis: 
Porelelemento inverso aditivo: 

De acuerdo con la ley asociativa: 
Porelelemento neutro multiplicativo: 
Forel axioma de distribución: 


Porel elemento neutro multiplicativo: 
Finalmente por inverso aditivo: 


Demostrar que Va eR: 


demostración consiste en hallar b 


b=b 
b=b+0 
b=a.0+0 


b=a.0+a+ (a) 
b= (a.0+a)+ (-a 
ъ= (2.02.1) C3) 
b=a.(0+1)+(-a) 


b=a.1+6a) 
b=a+ (a) 
b=0 

а.0=0 lagd 


Ena 


o, 


team САГАРЕМЅНКО 
FONDO 


Resolución: Una rápida inspección permite observar que si se demuestra que: а + (— а) = 0, 
entonces ya se habrá demostrado que; (-1).a=-a; pues en a + (-1)a=0 apre- 
Чатоз que (-1)a esel opuesto dea. 

Supongamos дие: а + (-1)a = b, ahora la demostración consiste en hallar b = 0. 
Porelaxiomadereflexión: — bob 
Deacuerdoconlahipóresis b=a + (-1).a 
Por el elemento neutro multiplicativo: b. 
Porelaxiomadedistribución: Ь = (1 +(-1)). а 
b-0.a 

Porla ley conmutativa: b=a.0 
Porelteorema tenemos que: b=0 
Finalmente hemos conseguido: а + (-1)a = 0. 

. a= (Da 10а 


*CD.a 


PROBLEMA 7  Demosrarque: ll 


[unes OS GD =O е 
Resolución: primera parte (>): е, 
Supongamos que: b» 0, luego existeb 
Ahora partiremos de: a.b=0 


Unicidad enla multiplicación: a.b.b™ = 0. b™ 


Ley asociativa y conmutativa: 


Supongamos que: 
ahora partiremos de: 


Unicidad en la multiplicación: 
Ley asociativa y teorema: 


Iniciaremos a partir de la izquierda dando uso del axioma de distribución, 
veamos: 


Por definición: 
Porleyconmutativa: 


(a+b). (a-b) = a.(a-b) + b.(a-b) 
(a+b). (a-b) = a.a-a.b +ba-bb 


(a+b). (a-b) =a-ab+ba-b? 
(a+b). (a-b) = 
(a+b). (a-b) = 


a+b=0v 

a+b + (cb)- 0 (-b) v a+ EB) +b =0 +b 
a+0=—bva+0=b 

a=-by 

a=-bva=b 


a+b=-b+b y a+ С) = b+ Cb) 
a+b=0va-b=0 
(a+b).(a-b)=0 

2-0-0 

a +b" =0 + 


«a=bva=-b dqqd 


Primera parte: 
“multiplicando pora: 


Segunda parte: 
multiplicando pora: 


Tercera parte: 


cona 0 
a.a 0.a 
а> 0 

con a = 0 
а.а = 2.0 


Observa que si а es negativo, entonces su opuesto (-a) es positivo; luego 
multiplicamosaambospor(-a): (-з).а < C9)0. 


Ahora podemos notar que. 
esevidente que a" es positivo: 
Finalmente con (1), (2) y (3): 


а 0 
a es el opuesto de al y como (aes negativo 
a >o 


Formando al primer sumando de la expresión “K":a « R,-be R —»(a-b)« R 


Por teorema se plantea: 
De donde obtenemos: 
Sumando 2ab tenemos: 


—S 


En forma similar obtenemos: 


(а- 20 

att 2ab 

a^ +b + 2ab > 2ab + 2ab 
(a+b) 2 4b 
[552873 

ab Tab 


atb? 
FIOI 
*9* 

992. 


[Cd 
[A 24.3) 


Finalmente sumando miembro a miembro (1), (2) y (3) conseguimos: 


a+b (asc (bec) 
T ober = 244444 
«>12 


Kaia =12 


Se sabe que el conjunto A A B es equivalente a: (А — B) U (B - A) 
Graficando los conjuntos A y B tenemos: 


Observar que: А-В= 
B-A = (3;2) 


Ahora tenemos: А А В = (-3; 2)u (5:7) _ 
Los "y" enteros: -2, =1, 0, 1y 6 


+. Existen 5 enteros x 


Teniendo en cuenta a los axiomas de la desigualdad 
aeR' = 3/a eR 


" вавек E 
Se sabe que: [ELI 
ay + (УБ)? - ata) b) >0 
a+b-2/ab20 
Sumando 24/ab : a+b22/b 


Multiplicando por 1: paroa 


B ibis 


Resolución: Teniendo en cuenta al ejercicio anterior se plantea: 
(a-b)eR- (a-bF 20 
а? + 22а س‎ (1) 
a-deR= G-20 
а? + 22 202 
—-0ER= (ь-сў>о 
Pee sse (3) 
Sumando miembro a miembro (1); (2) y (3): 
а? + 2b? + 2c? 2 2ab + 2ac + 2bc 
җа? +b? + у> аЬ + ac + bo) 
Multiplicando а ambos miembros por 2: 


Lao? +? +c) abr ac bo 


$i d Sab acre 


OmCALAENSHKO. S Se TTTETYTIST YN M 
OE 


Efectuando y transponiendo, obtenemos: 
552228 
Finalmente se concluye que el mínimo valor buscado es: 
m 


Б vasERVACIÓN 


Este problema también se pudo resolver mediante la aplicación directa de la segunda propiedad. 
delas desigualdades. 


sra 
K-S-(7-2x41) 
К=5-(х-1)° 
Porcondiciónse plantea: 
-3<x<4 
Restando la unidad tenemos: 
-4<х-143 
Elevandoal cuadrado: 
0s(x-1j «16 
Multiplicando por - 1: 
=16<-(х-1)9<0 
Finalmente sumamos 5: 
—11<5-(х-1)9<5. at rix fond 
-1<к25 
2 Ке(-11;5] 


team CALAPENSHKO 
Resolución: En la condición tenemos: 


MET 
Sri x+y 


xty-x-y 
Finalmente tenemos: 
15*7=15-7 
2157=8 


x Ar tol 


Resolución:  Hallemoselneutro dela operación *, paralo cual se plantea: 
d 


 AIEZEELLIEILCTIUESECEIECLENE———————2 ШАШ 


Mii. LLL orto d 


Elelementoneutro "e" verifica: > 
xte-x 
Aplicando a condición tenemos: 
х-е+2=х 
e-2 
De (2) y (2) podemos reconocer que: 
x" =2 
Parax = 2 podemos observar que: 
2212 
2-!«2-2 
4-21=2 
z'-2 
Parax = 5 podemos observar que: 
5°51=2 
s-5142=2 
7-5)=2 
X 
Finalmente procedemos calcular x: 
atres? 
Xx2-5*x 


X-142-5-x42 


Resolución: Ола rápida inspección permite observar que * es conmutativa y tiene elemento 
neutro. Sie” esel neutro, se cumple que: 
ate=avaeR 


Xy! xyexreyri VxygeR 


2x +2у2 «22 > 2xy + 2x2 2y2 
xy! er 2 بر2‎ ш ج‎ ey! e? +2ху +2523 2у2 
зо? y dye ey” 
02 ey y ty + ч 
JR 
doas И — C1), 
i 


Se sabe que: 
Ixeyezlzxeyex; voy zer 
De (1) y (2) por transitividad: 


a NI 2 Key 4E coss Md 


pae <y ede cd 
Ahora notamos que: 

p'-xp'cyi pez; ph «w 
Multiplicando: 

ГОРО 

ptt зуди 
Por ser números positivos tenemos: 
peter Em) 

Supongamos que: 

[ITEM 


AAA EA 


team CALAPENSHKO 
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Ahora notamos que: 


xeq'iyeq'i z«q'; w=q 


Resolución: — Sesabeque:p-»qe - pq, luego parael conjunto A se plantea lo siguiente: 
\к<2-эх<5 = х22Ух<5 


Deestouiltimo tenemos que x e R; luego el conjunto A viene dado por: 
X6 R-(-3;1)esdecir A = (-4;-3] U (1; +0) 


Enel conjunto B: х+2еА e x*2e(-31) 
-3<х+2<1ө-5<х<-1 


team САГАРЕМЅНКО 


[77 Жи MEZZO 
Resolución: ^ — Redefiniendoalconjunto Bsegün p» q=~p vq, tenemos: 

1x22 v x» 5) 

45:7) x22) 


B=12:4)015:7) 
Ahora vemos el conjunto C. 
C=(3-x|xeB ^ xeZ) 


C= G-x|x72:357) 


Una rápida inspección permite observar que el producto de los términos: 


чуеш 


f 44% +22 es igual ala unidad, luego es conveniente plantear la propiedad: 


Resolución: 


team САГАРЕМЅНКО 


Por condición tenemos que: 
LUE 
ies 


twitter.com/calapenshko 


Resolución: Por propiedad tenemos: 
MA2MG 
Ahora podemos plantear: 


sh on: 05 ے‎ 
233.30) + 
HA ter 
а? з? + e) > a bc 


team CALAPENSHKO 
LIBRO 0 = MATEMÁTICA Ll 


AL dividir por a Sc tenemos: 
د‎ +30? + © 
ate 


De donde fácilmente reconocemos que K< 4 
Коо 7 * 


FROBLEMA 30 Determine el menor valor de la expresión: 


E-Vale9e b+ 9 


e ш чү 


+9 esla distancia mínima entre dos puntos, 
luego la línea que une los puntos mencionados debe ser una línea recta, еп 


podemos construir el siguiente triángulo: 


a+b=4 


Pitágoras en el triángulo OAB: 


ETT 
то. 09) - ty (67 


-16+36 


team CALAPENSHKO. 


ec ue аА 
rt o (са асв) 


¿De qué elemento se trata? 


16 
A 17 DS о? 


25 
DA 


2 Silos lementosdeR: 2,1-28 y 1 >38 ay 27 


son inversos aditivos ¿cuáles el valor dea? 


An 92 ©з 
D)4 DS 


3. Se define V a, b « Z: (a*b)? = (a — b)?. 
Determine la suma de los posibles resultados 
des +3) (&- Dike Z, 


En mo ©-1 
0)4 ES 

4 ¿Para quévalorde*b? los reales: 295 2b y 
Beier aee 
E EH oi 
DH 5i 


& Se define una operación * en Q - €: 
que: a * b = a + b + [ab]. Determine el 


elemento neutro de la operación 
мо g-i oi 
D)10 Es 


$, Siloselementosdez; 2 


b 
14y 11 son 


los elementos neutros de la adición y multi- 
plicación respectivamente, calcular: a + b 
ano B)129 0227 
D)60 E)78 


7. ¿Para que valores de a los elementos de R: 
son opuestos? 


& Determine el valor de verdad de las siguien- 

tes proposiciones: 

1. La suma de dos números irracionales es 
siempre otro número irracional. 

IL. El cociente de dos números irracionales 
ез четрге otro número irracional. 

Ш. El producto де dos números irracionales 
es siempre otro número irracional. 


Av 
D)FFF. 


BE OFF 


EFE 


9. SienRIa operación * está definida por: 


atb=32+b 
Determine su elemento neutro. 

юз во o2 

D)4 E) No existe. 


AAA AE ANA тү = А 


team CALAPENSHKO. 


O 
EXER c 
знай poseo 


Rec) Rectó) 
A 8 
DE ©з 

E) -8 


ff. Sabiendoque: a*b =a + 2b;a, bez” 
c#a=2c+djcdeN 


Simplificar : 
2 *b + a#2b + 2a * 2b 
3b*2b «2a fb 2a 


DEI Bo 91 
1 
D)2 D3 

12. Siendo a, b y c elementos de R, indicar 


cuáles) de las siguientes afirmaciones: 
L asb э ate=b+e. 
Ш. asb э a.c=bie 


A) Slo 
D) Sólo П 


B)Sólot олуп 


юпуш 


43. Definidas las operaciones en R. 


ать = 2a + 3-1 


a#b=a-b+2 
Caleularx + y del sistema: 

| xty-5 

(G3) &C2 -1 
A-4 B1 Ds 
mé Bs 


14. Siendo a, by creales, ¿Cuáles de las proposi- 


Son verdaderas? 
ЕП msélon Суп 
рупуш E) Sólo IM 


15, Se define * en R = {0} asi: a * b = 2ab, 


además c es el elemento inverso de c 


respectoal operador Determine”. 

1 1 1 
№5 DE oš 
D)-8 DE 


16. En R definimos la operación v, según la ley: 


ay b c а-Ь + 2. Seax el inverso de x, bajo 
la operación y. Determine el valor de “тта. 
partirde:m' y 2 = S'y m'. 


А2 $-i ©з 
ШЫ E) Noexiste. 


17. Siendo x un número irracional, determine. 
elvalorde verdad delas proposiciones. 
L esirracional. 
П. Todapotenciadexesirracional. 
Ш. Alguna potencia de xesirracional. 
JV. Elinverso de xes irracional. 


Aww 
D)WEFF 


B)FFFV OVEEV. 


E)JFFVV 


team САГАРЕМЅНКО 


18, Halle el menor valor de К, si: Ê + x + 1«K; 
vxe(-2; 0. 


d з 5 
D Di oi 
9 
D LE 
19. 5Е-1<а<0 ^ b> 1. Indique el valor de 
verdad de las proposiciones siguientes: 
bii, 
1 po 
ш >а? 
Ш. 1-ab> 2a 
AN B)EVE OFV 
Буруу EFE 


20, Si: x, y 2, w « R^. Determine el máximo 
valorde*m"en; LL i2 tw" x m 
yaw 


в)2 o4 


AKz6 


1 
DI 


Oo кәз 


Dk D kaz 


22 Si: a > 0 ^ b > 0. ¿Cuál de las siguientes 
relacionesescorrecta?: 


B) Jab < 26. 
a+b 


23. Sean: p,q ar reales positivos distintos entre. 
sitalque: pq: 
Luegosi: S=p+q-+r. Verifica: 


As>o 
D)S<3 


в)з=554  C)0<S<3 


Е)1<8<2 


м. Sean a, b y с no negativos tales que: 
a+b+e=1 
Кеа? 


A1 pus ом 


> 04 b > 0. Determine el menor valor 


deKen: 

(a+b) 

aap 
^2 B3 С)4 
DJS EJ6 


26. Siendoa,b,c e R' tal que: 
y b+ +b) 


abc 
Podemos afirmar: 
AKs1 B)K<2 к> 
D)K>9 E)K<20 


27. Si: x, y є R. Determine el menor valor 


positivo de: 
+ + 
х+у-1 


team САГАРЕМЅНКО 


OHBNA 0000000000000 o с А 


28. Determine el valor de verdad de cada una de 


las siguientes afirmaciones: 
17.0 п -10 eZ 
m$eo 

1.058 sQ V. 30416.e Q" 
Аууу BVV ОМУР 
D)WEFF Byw 


En el conjunto de los números enteros 
positivos definimos las siguientes 
operaciones: 

min=m?-n; p'q-3q-q': г#з=2г+3% 
Si: ala=6 b'b=-4 


Determine: a #b 
№2 B18 ою 
0-1 B-2 


20. Determine el valor de verdad de cada 
afirmación: 


o 
Tu 

А тү 
mcn? ez 3) «e 
aww mw oww 
DIVE DR 


31. EnRdefinimos la operación y según la leyz 
ayb=a-b+2 
Sea x el inverso de x bajo la operación y, 
determineel valor de "m" a partir de: 
my 2=5 ym 


А2 в)-1 ©з 
DJS E)Noexiste 


32 Siendo х un número irracional, determine el 
valor de verdad de las proposiciones: 
L xCesirracional. 
I. Toda potencia dexesirracional. 
TL Alguna potencia de xesirracional. 


binaria 


atb=a+ 0-20» 
Deserminexde:x *2 =0 
м2 mi © 
DH 5i 

34 Determine el valor de verdad de lus 


siguientes afirmaciones: 
L siaeR3xeR|axea 


Ш. saeR3xeR|a*xea 


m, saxeR =(а+ =з + 


AYVEV 
D)FVE 


B)FFV суууу 


BWE 


3$ St x+y +z 
Donde: x > û, y» 0, 2» 0 
Hallar “a” en: 
a-x»ü-y0-22a 
A) yz 
D) злу 


B) 8xyz C) 4xyz 


EJ NA. 


A 368 A ТС а А 


Амо 
D)10 


37. Sea: x > 0, calcular el mínimo valor de la 


EI 
of 


28 Six, y > 0. Determine el mayor valor де “т” 
em 


na 
añ 


DEI 


92 
B 27 


39. ¿Cuántas proposiciones son verdaderas? 


Loxey э x> >y 


1 


m lel э xy 
y 


x 


ш. х®+ху+у*>0; xy eR. 


W. -5<x<3 > [xel 


D o2 


54 


4. 


2 
хах ы 


2А qué intervalo pertenece 5237 


хєп;2? 


I 


DE 


»(53] 


Determine el mínimo valor de la expresión: 


VE —2х+2+2; хек 


An »2 ©з 
DJ4 DEZ 
six > 2. Determine el menor valor de M en: 
2 
x 
As 
x1 
[ вз o2 
+ 
D$ DE 
Six є 1:2). Determine el intervalo de: 
хї+х+ї 
зл 


DE 57 


45. Halle el mayor número “М” con la propiedad 


que: 
Xen ы ру 
E АЕР 
эз зо 6 
ne DES o£ 
6 n 
Dr DE 
46, Dado: РО) ахх +е 
Talque: xe Rj FOO <0. 
Hallar el minimo valor positivo de: 
a= 
5 
m2 Di 93 
7 
D3 E4 


Aks-2 
D)k2 8 


Bke-1 ©k<0 


E)ke 8-1 
48. Calcular el máximo entero de; 
Amie E t a ب‎ уы, 
A'B A [гооо 000 


A)1998 
0)2005 


B)1999 €)2000 


E)2006 


4. Six y eR talque:x+y =1 
Determine el mayor valor de K en: 


(2)(-3)s« 


m5 
mn 
SA six i a ia 

Determine el mínimo valor de: 
БҮ РН ЕЧ 
Xxx ху LEES 

An-2 Bn-i On 

D)nel E)m+2 
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Reconocer y resolver ecuaciones e iceguacionegcon VNOS ARSE Ea уз элннин 


3 2 
xe (=m; -3) U (2 ж) 


Évariste Galois (1811-1832) Matemático, Francés, 
Después de realizar estudios en un liceo, ingresa en una 
escuela normal, A los 16 años, buen conocedor de la 
matemática de entonces, sufre su primera decepción al 
fracasar en su intento de ingreso en la Escuela Politécnica. 
Siguen las decepciones cuando una memoria, presentada a 
la Academia y puesta en manos de Cauchy se extravía, y e 
cuando un segundo fracaso le cierra las puertas de la ° =% 

Politécnica. ÉVARISTE GALOIS 


En 1831, envuelto en los acontecimientos políticos, se le expulsa de la escuela normal, 
donde entonces estudiaba, y con el propósito de dedicarse a la enseñanza privada, anuncia 
un curso de álgebra superior que abarcaría "Una nueva teoría de los números imaginarios, la 
teoría de las ecuaciones resolubles por radicales, la teoría de números y la teoría de las 
funciones elípticas, tratadas por álgebra pura”. El curso no tuvo oyentes y Galois ingresa en el 
ejército, a la vez que redacta una memoria, la última, hoy llamada "Teoría de Galois”, que 
remite a la Academia y que Poisson califica de "incomprensible ". Más tarde es acusado de 
peligroso republicano y fue apresado. Acabado de salir de la cárcel muere de un pistolazo en. 
un duelo, cuando apenas tenia 21 años de edad. 


Sólo en 1846 se conoció gran parte de los escritos de Galois por obra de Joseph Liouville , 
y completó la publicación de sus escritos Jules Tannery a comienzos de este siglo (1908). En 
ellos asoma ya la idea de "cuerpo", y que luego desarrollan Rieman y Richard Dedekind, y que 
Galois introduce con motivo de los hoy llamados "imaginarios de Galois”, concebidos con el 
objeto de otorgar carácter general al teorema del número de raíces de las congruencias de 
grado n de módulo primo. 


Sin duda que la noción de grupo, en especial de grupo de substituciones que constituye el 
tema central de Galois, estaba ya esbozada en los trabajos de Lagrange yde Alexandre yen los 
de Gauss, Abel Ruffini y Cauchy del XIX, implicita en problemas de teoría de las ecuaciones, 
teoría de números y de transformaciones geométricas, pero es Galois quién muestra una idea 
lara dela teoría general con las nociones de subgrupo y de isomorfismo. 


B e o OO 
Resolver inecuaciones con radicales según sea el índice 


e AAA z 
| INECUACIONES EN UN 


DEFINICIÓN 
Se denomina inecuación a cualquier desigualdad relativa. Todos los valores de la variable que 
verifican la inecuación forman el conjunto solución, el cual se representa en función de intervalos; 


'INECUACIONES RACIONALES 


1. INECUACIÓN DE PRIMER GRADO (LINEAL): 


Forma General: | аха 220 


Donde: a^ b e R/a O 


П. INECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO (CUADRÁTICA]: 


Forma General: | ax? + bx +e x0 


Donde: a, bac « R/a 40 


Propiedades: 
па) Siza>0 ^ b -дас<0 112) Siza<0 ^ b -4acc 0 
= ах®+һх+с>0;ухей > ax +bx+ce <O; vxeR 


Ш. INECUACIONES DE GRADO SUPERIOR: 


Forma General: frag" eap iaa ® 0 


Donde: 


AER /a720 


aas 
neN/n23 


IV. INECUACIÓN FRACCIONARIA: 


ШЕСИ 
Forma General: | туж 0200121 


Donde: F(x) es un polinomio distinto de сего. 


372 


Se recomienda utilizar el método de los puntos de corte cuya aplicación consiste en los 


siguientes pasos: 


1) Se trasladan todos los términos al primer miembro obteniendo siempre una expresión de 
coeficiente principal positivo. 


2) Se factoriza totalmente a la expresión obtenida, en caso de ser fracción se factoriza cada uno. 
desus términos. 


3) е calculan los puntos de corte, son los valores reales de "x" obtenidos al igualar cada factor 
primoacero. 


4) Se ubican ordenadamente todos los puntos en la recta real, dichos puntos originan en la recta 
doso más zonas. 


S) Semarcanlas zonas obtenidas a parir dela derecha alternando los signos (+) y (-) 


6) Siel signo de relación es > ó 2, el conjunto solución estará conformado por todas las zonas 
positivas, pero si el signo de relación es < ó 5, el conjunto solución lo conformarán todas las 


zonas negativas. 
Ejemplo: Resolver la inecuación: x+x>6 
Resolución: De acuerdo con @ método de los puntos de corte procedemos así: 
x +x-6>0 
Factorizando: (36-220 
Hallando puntos: х= -3; х=2 
En la recta: 
- — 
EXER] 
Marcando zonas: 
+ - + 
3 2 


Como el signo de relación es > la solución viene dada por todas las zonas 
ne 


Resolución: Procedemos de un modo similar que en el ejemplo anterior. 
9x+10 
-2<0 


x+2 
7x+6 


х+2 ED 


Puntos: 7x62 0c x É 


x+2=0>x=-2 


67 
ıı x € (2-6/7) 


N| 25 SERVACIÓN: 
En una inecuación fraccionaría si el signo de relación es > ó < solo cerraremos los 
extremos que provienen del numerador. 


Ejemplo: — Resolver: 


Resolución: 


Observar que: xx 120 (x4)(x +3) 
x+7 
Cere] 


1744-3 ] 


x e 1-7;-3) v (4; 


=== == 


Se resuelve: S, (A204 B20AA» BP) 
5, -(A20AB«0) 


. [esses 


п. Forma: ЗУХ <В; neZ* 


ш, Forma: "WA 2 308; manez 


Ejemplo: — Resolver E] 
Resolución: De acuerdo con la forma (I) se plantea. 


Sx^120Ax-120Ax*15 (x-1? 
x«1204x-120^-x «3x50 
x+1200x-1204 x'-3x«0 
x+1204x-1204 җх-3)<0 


Intersectando: 


Observar que: з=: 


5у:х+1>0 ^ x-1<0 


kE 


Intersectando: 


Ejemplo: Resolver 2246-5 


Resolución: De acuerdo con la forma (Ш) se plantea; 


x-22045-x205x-2«5-x 
x-2204x-540A2x-7«0 


Inersectando: 
2 7/2 5 
E2 
es-[2) 


"DEFINICIÓN: 
El valor absoluto del número real x, denotado рог |x| se define de la siguiente 


manera: 
x ;x20 
[T o 


-крх<0 


Segûn la definición: 
Is|-s 22 550 
Ez = 0D i170 
1-71=7 


13 ix? xeR 5) Ixi?2x*; vxeR 

2) ix = lx Vx eR 6) -hl «xs ix]; Vx eR 

3) |x.y| = Ixl.lyl: Yx^yeR 7) ix*ylsix| + lyl; Vxayer 
E! [E|-Bisoveniv o ву lxi lll s jx=yl; vxayeR 


3) вежу = Ix 2) si ارا‎ = 11+ 
Entonces: xy 20 Entonces xy 5 0 


Ejemplo: Resolver \х-1|=7 


Resolución: Observar que b = 7 > 0 luego tenemos. 


2х-1=7 v 2x-1--7 
2x-8 v — 2x--6 


x44 v х=-3 
x GS [4-3] 
Ejemplo: — Resolver [5x1] =2-x 


Resolución: Se plantea lo siguiente 
2-x>0 л (5х-1=2-х v Sx-1ex-2) 
х-2<0 ^ (6x=3 у4х=-1) 


х<2^ (i 
2 


3) [xl >b = x>bvx<-b 


2) |x| <b = b>OnCb<x<b) 
3) ix zly| es) «=O 


Ejemplo: Resolver 1+4] <5 


Resolución: De acuerdo con el teorema (2) se plantea: 


5>0, л (5<3x+4<5) 


Y x € R, por que es una verdad 


Luego sólo se resuelve: -5«3x44«5 
-5-4<3х<5-4 
-9<3х<1 


1 
-з<х<-1 

TE 

Ejemplo: — Resolver x zahlst 


Resolución: Se sabe que х? = [x|" , luego se tendrá: 
112 23/х1+4 
Ixi* -3ix|- 420 
(x| -4 (x| +0 20 


Observar que: Ixl £120; Vx eR 
En consecuencia |x| -420 
le] 24 


For teorema (): xz4 v xS-4 


El máximo entero de un nümero real x denotado por [x], se define como el mayor entero no 


mayor que x. 


Ele más mezm sx) 


team ALANS IO, 
4 Oo MT ш 


Segün la definición: 
1521-5 ¿Porqué? PorqueSeselmayorentero que no es mayor que 5,2. 


112] = 12 ¿Porqué? Porque 12esel mayorentero que no es mayor que 12. 
1-27] =-3, observa que: -3<-2,7 


5) SixeR,neZ: 


a vxer:[elsxs ke Eden e x<n+1 
з) vxex:[Ix]- Ec] п e x<n 
4| SixcR,neZ: Бра o xn 
=n e nsx<n+1 Бра e xzn+1 
¡PROPIEDADES! 
1 vxez:lx]=x 2) SixeR,neZ:[x+0)= [ео 


Ejemplo: Resolver [3x- 11 = 6 

Resolución: De acuerdo con el cuarto teorema, la igualdad propuesta se puede reescribir así: 
653-157 
75358 


2.428 
1555$ 


охчзцәаргүезушоэ-ләўим} 


Ubicar en la recta real e indicar la zona 
respuesta en cada caso: 


А) хх-2)50 


B) &- 6-26 1)»0 


DE 
sl x+4 S 


B >o 


Resolver cada una de las siguientes 
inecuaciones. 


x2 хе 
®х-1>з-х в 42 < 21 


Oézxe2 р) +2 < Sx 


Resolver cada inecuación 
Aii в 2-11 
с -а<2 рә 724 


E) 225121 E Adele 


Resolver en cada caso: 


Nix+11=2 В) 12х- 


O M1 D) 1х-41=10 


Б) 12х+71=0 Р) D-3pex-o 


Resolver en cada caso 
N |2x-1|=3 В) [2x+7]=0 
©) |3x+1|=|x-1] D) [5x2] > 4 


E |1-7х| <2 р 3xi|« [x2] 


Resolver en cada caso: 
A 1>2 B) 0-14 
суїзх-з3124 0) 13х+1>-1 


E) [x+71 < 3 


E) 1S-x] 50 


Resolución: Teniendo en cuenta al método de los puntos de corte procedemos así: 
9x49-3x-5»0 
6x4» 0c 20x42) 0 


Resolución: — Procedemos de un modo similar que en el ejercicio anterior: 
dX +х?®-4х-450 
xX'G«)-464050 
(«DG -4)«0 
«+1їх+2(х-2<0 
Sb . лї. 
EI 1 
2oxCx- 210 [1: 21 ‚ 


team CALAPENSHKO. IT 
EEE 
x*-x-2 
ER 


3-2 


Factorizando el denominador y teniendo en cuenta que todo denominador 
origina extremos abiertos se tendrá: 
EST 
«-2(х+1) 


° 


Resolución: 1а desigualdad dada es: —— 
x +3x+(n > 
Por la primera propiedad de inecuaciones de segundo grado, se plantea; 
0372-40-00 
4(n-)-9»0 
4n-13>0 


Resolución: De la primera inecuación: 
G-DA+D-A+D>0 

(x+D.x-2-D>0 

+1)х-3)>0 


En la recta real: 


Dela segunda inecuación: —x!-2x-850 
(x-4)6:62) «0 


En la recta real: 


Resolución: La inecuación se podrá representar de la manera siguiente: 
E ادا‎ 
Ix 1] < 2х 21 
FT OS D Qx - 2x +1) - 2x-2] «0 


PE коо 


Resolución: — Examinando cuidadosamente cada denominador podemos apreciar lo 
siguiente: 


х®+2>0; vxeR 
Ix|»0; VxeR* 


x=0 


team CALAPENSHKO. атсаг d 
ETE 
+2 isl 


Ix «3x +6 0) 


Se sabe que |x|? =x; Vx eR, luego en (1) se tendrá: 
x <3 +6 

-23-6-0 = 2+ 6>0 

202+3)>0 = х?+3>0 
Observar que estamos frente a una desigualdad absoluta, luego x e R 
Pero recuerda que x » 0, en consecuencia el intervalo solución será: 

Cs-R-(0) 

Existe un valor entero x que no satisface Ia inecuación 


A | 


Resolución: De acuerdo con la forma de la inecuación se plantea dos casos. 
Y caso: хї-4>0 ^ 3-x >0 ^ х®- 4»9-6xex* 
(x+2)( 22)20 ^ x-350 ^ 6x-13>0 


2° caso: x!-4z0^3-x«0 
(x+2)(x-2)20 л x-3>0 


Ras 
Observar que: S, = (3; 0) 
Finalmente el conjunto solución (C S) viene dada por la unión de $, Y Sa 


Resolución: La ecuación dada es: 
Ixf-21x] + [x] =2=0 
Foctorizando tenemos: 
(FÊ + D.([x]- 2 =0 
Dedonde ез evidente: 1х1- 220 


Ix]=2 
25x43 
С = (2;3) 


Resolución: — Multiplicando a ambos miembros de la inecuación por 2 se tendrá: 
af (x-1) «2b > ЬЧх-3) + 4 
fectuando las multiplicaciones indicadas, tendremos: 
axa? + 2b" a eaa 
“Transponiendo y factorizando términos, obtenemos: 
(bx > Sa - b) СЭ) 
Apartir dela condición para a yb; elevamos al cuadrado: 


Resolución: — Agrupandolasinecuaciones del mismo sentido en forma separada, tendremos: 


FE [x«11 
Dem, AQ): }х>5 De (Dy MW: { Es 
x»9 z 
Intersectando. Intersectando 
1>9 xen 
Estos resultados nos permiten afirmar que la solución del sistema viene dado por: 
9<к<11 
Enesta inecuación el ünico "x" entero que lo satisface es: 
х=й 


Resolución: — Lainecuacióndada es equivalente al siguiente sistema: 
(77 7&*322x-5 N x*343x-7 


Por transposición de términos, tendremos: 
=x> A -2x<-10 


Resolución: 


Nuestra estrategia consistirá en resolver el sistema por el método de la reducción, 
vista en sistemas de ecuaciones. Observa: 
De (1) despejamos x" en función de “y”: 
х>зу+4 
De (2) despejamos “x” en función деу": 
-х>2у-13 
Sumando miembroa miembro, tendremos: 
0>7у-9 
Despejando, obtenemos que: 
y<128 
Puesto que “y” es entero positivo concluimos que: 
0<y<1,28 
Asíelúnicovalor entero para “y” resulta ser : 
[у=] E 
Ahora de (3) y (4); se deduce que: 
зу+а4<х<13-2у 2246 
Reemplazando (5) en (6) se deduce: 
9<x<11 
Como "x" es un numero entero positivo, se tendrá: 
[zı0] 
En consecuencia la solución entera positiva del sistema es: 
(xoi Yo) = (10; 1) 
Finalmente el valor pedido será: 
4 *ww-9 


PROBLEMA 14. Sisecumpleque:= X? + nx 5 2; Vx eR. 


Resolución: 


Derermimelaexrensóndelpardmeuo9 ООО T 


Siri Det 25 


Por condición tenemos: 
-X*m*2 ;vxeR 
-X'em-2«0;vxeR 


Multiplicando рог 


X-m4220;YxeR. 
Por propiedad se cumple: 
Ca -4050 


12-850 
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(n*2/2)-2/2)50 
De donde obtenemos: 
225а52/2 


ЕЕ] 


Resolución: — Lainecuacióndada es: 
x- (a + 2b)x 2ab <0 
(x-a) (x-2b) <0 
Enla recta real tenemos: 


Resolución: La inecuación propuesta es: 
G+ x0. G^ +х+1).бЁ+зх+4)>0 
Fácilmente podemos reconocer que: 
Xx4120 ;VxeR 
х2 +30+4>0 ;vxeR 
Ahora nuestra inecuación se reduce a: 


G0. e-D»0 
Finalmente en la recta real tenemos: 


team CALAPENSHKO 
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"^ 6&-2* 61 <o 
РЕ TEO 


Nótese que: х 4 > 0; V x € R, luego nuestra inecuación se puede reescribir 
de la forma siguiente: 


En la recta real: 


[EI 


PROBLEMA 18. ¿Cuántos enteros “x” verifican la Inecuación: 


dada >17 


Resolución: — De acuerdo con la reoría se debe cumplir la siguiente relación 
2-49-x20 ^ 2-J9-x21 
Reescribiendo cada inecuación: 
V9-xs2 л 49-xs1 
(9-x2059-x54) л (9-x20^ 9-251) 
(xz-9 л-х<-5) ^ CX2-9^ -x5-8) 
(x59 ^x25) л (x59. x28) 


5459 л 8х9 
Finalmente tenemos. 
8<х<9 


Como x € Z, tenemos: 


vx-9 


N° de valores = 2 


PROBLEMA 19 ¿Cuántos enteros "x7 verifican la inecuación: 
мох 4346-х >0 


La inecuación dada ез: 
JO >а 48-х 

10-х20 ^ 4-У8-х>0 ^ 10-x>4-V8=x 
l0-xz04-J48-x2:-4 л /8-x»x-6 
x-l0s04 /8-x54. луё-х>х-6 


Y ir її 
ре@: x-10<0 > x<10 =н 
De Q0: V8-x24 ө 8-x2048-x«16 

-x2-8 ^ -x58 
х&В ^ x2-8 
De donde obtenemos: 
-8sx«8 
De (D: >x-6 


En la récta real: 


En la recta real: 


$,-8-x20^x-62048-x»(x-6) 
$,78-x20Ax-620^8-x»x-12k436 
$,78-x204x-6204-x«11x-2850 
S =х-850лх-620л22 –11х+28<0 
S, -x-850^x-620^(x-7)x-4)«0 


> 5-67) 
5;48-x20 ^ х-6<0 
$ 73-840. х-6<0 
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Resolución: La ecuación propuesta es: 
126-3) + |-56-3| =14 


Porteorema tenemos: 
2Ix-3| & SIX-3] =14 
Tlx-3| 214 
1к=31=2 
Porpropiedad se plantea: 


х-3=2ух-3=-2 
x-5 vx=1 
producto de soluciones = 5 


twitter.com/calapenshko 


Resolución: Іа inecuación propuesta es: 


AI “ ^ la ss х i à 


LE aek-dss 


dino. 


ИРМ pE, — m 
-34x-2«-1 v 1«x-253 
Sumando dos unidades tenemos: 
-1#х<1 v 3<х5 
Como x e 7, se tendrá: 
к=-цх=;х=4рх=5 


N° de valores enteros = 4 


Resolución: Por teorema del valor absoluto, la igualdad propuesta es: 
а-рё-хр=0 e [FÊ -x1=4 
Por teorema del máximo entero, la igualdad última será: 
acx-xe5 


muc mut A 


A ыг] 


Sumando coa falda de comple dos, tenemos: 


1 125 1 
+ -х+у<5+у 


ыа 
SER 
Eliminando el valor absoluto, nuestro sistema se transforma es: 


AA E LL 1 уй 
B 


e v Seal. 


LA лз E y 


Resolución: — Dando uso al criterio del aspa simple, la inecuación propuesta se puede reescribir 
así: 
1р0) -2] [PG0 -3] «0. 


Ahora reemplazando Р(х) por x^ — 1, obtenemos: 
G8 -3)69-4)«0 
(+3 -УЗХх+2(х-2)<0 


RE 
es-[-2;-45] o [8i] 


+ N'devaloresenterosqueasumex = 2 


ос озшщ шшш AAA 


Resolución: Por existencia del radical de índice par dentro del conjunto de los números reales 


зе plantea: 
x-220 œ x22 
Ahora la inecuación: 
Jaza. 3-920 
Queda reducida así: 
2-90 = х2-920 
(«30-3520 
En la recta real: 


Resolución: Para resolver nuestra ecuación debemos plantear dos casos, veamos: 


L Six 20: Pex-3-X c х-3=0 
x73 ieslasolución! 
п. 5іх<0: -X-x-3-2$ сә 20+х+3=0 
Factorizando al polinomio cúbico: 


G0 -2x +3) =0 
Fácilmente podemos reconocer que 2x - 2x + 3 > 0 V x e R, luego la 


igualdad anteriores posible siy solo si: x + 1 = 0 
x=-1 ieslasoluciónt 
+. Esoluciones- 3-1 = 2 
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PROBLEMA 26 Resolver | 


Resolución: Por teorema tenemos: 


10s|x-1|«13 


Por propiedad se plantea: 


-13«x-15-10 v 105x-1<13 


-12< x 5-9 Ms x <14 
CS = (212;-9] оп 
PROBLEMA 27 Resolver: [3х-5]-2х+1 


Resolución: Hagamos que 2x + 1 = n; donde n e Z, pues es un máximo em 


эх+ї=п a 


Reemplazando en la ecuación original, tenemos: 
[ES 
[з 


Por teorema del máximo ent 


за-13 1 


2n53n-13«2n42 


3n-1322n ^ In-13<20+2 


n213 л n«1S 


Como п e Z, tenemos n = 13 ó n = 14. Finalmente en (1) conseguimos: 
xoci as 
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Pru 


Resolución: Una rápida inspección permite observar que la igualdad propuesta se puede re- 
escribirast: 
IQx 0-2] = [2x1] + [x-21 
Ahora por propiedad se cumple que: 
O+ )(-2)20 


bd А о | 


PROBLEMA 29 Resoer|x-2|*|x-1] х+5 — 


Resolución:  Reescribiendo la inecuación según un criterio de zonas procedemos de la manera 


siguiente; 
1 ums 
Bel uem 
NES 
L о -ю<х<1: |х-2| +|х-1| >х+5 


-(«-2)-(х-1) > х+5 
-x*2-x*12 x45 


Intersectando con la zona de acción, tenemos que x. ol 


їєх<®: О [х-2[+|х-1Ь>х+5 
-(-2+x«-1 2x45 
-xt243-12345 
12x45 

24 

х=-4 


Observa que al intersectar con la zona de acción obtenemos conjunto vacío, 
luegox «2. 


EEE 


M2sx<e — |x-2|*|x-1] 2 x5 
x-2*x-12x45 
2x-3 2 x45 
x28 
Intersectando con la zona de acción, tenemos que x € [8; æ). 
Finalmente el conjunto solución de la inecuación viene dado por la unión de todos 
Jos casos planteados, veamos: 


es- (So 2 o t$») 


Resolución: Conla finalidad de eliminar al valor absoluto, multiplicaremos a ambos miembros 
de la inecuación por la siguiente expresión positiva: 


эх+5|+]х+1 
ESTEE 


(3x 5| s x1) 3x S]- [x e1) 
(@5х-1[+[2х + 3D Sx 11-1 2x3] 


Dando uso de la diferencia de cuadrados, tenemos: 


[CTC 
Gx-15 -Qx«3* 


20 


(3х+5+х+1(3х+5: 
{5х -1+2х +3)(5х. 


(xe) 
(IT 


Finalmente llevando los puntos de corte a la recta real, tenemos: 


team CALAPENSHKO. 


1. El número entero "x" que cumple la 5 — Hállese el menor número real "M" tal que 
desigualdad: зе cumpla: 


x+1 
x+1 °19 x2 6+6x-x SM: VxeR 


Lr mis 919 
Ln B2 ©з 
Da 95 LES GEJ 


6 — Hallar el menor número real “n” tal que 


2 
+14 73% E 
2 2 nsx -4x+41; VxeR 
73x -6) «407 -3) 11-53) 
DE B37 ©з9 
A3 Bæ) — O(o9) D) 41 к 
vys) 5:7) 
Hállese el valor de "K” si: 
2 Resolver: D" xel-6-4 
x+50 x п. к< 18+941-1-3х+94 
з °З x 
(3-х)# «x? < 8+ (3x +1) A) 8+188% 
G2? > (x + 1) +2 B) 5+ 188x 
on 
D) Tiene2 soluciones 
nex 


4 La suma de los valores enteros de "x" 
que satisfacen al siguiente sistema de 
inecuaciones: 


team CALAPENSHKO: 


ABRO ZA c д Пс 


$ Sixes 


A1 
Da 


10, Sabiendo que: 
b>0 Ala «2b 
Hallar el intervalo al que pertenece: 


— 
х-а+3Ь 


в) (а 


D 


m1) 


D) (2551) 


ff, Resolver: P 


16-2x| 27 


AJ (e; 1/2] o (13/2; 2) 
B) (==: 1/2) u (13/2; ж) 
(n; 3/2] U (15/2; ж) 
(e; 3] U (5; 0) 

E) (e; 3)u (5; e) 
12 


Resolver: 
16. 


АЕС 
(ee: 2/3] o По; у 

в) [2/%10) 

(2/3; 101 

)= ;10( 0 )2/3 ;ت( 
E) (0) u 00)‏ 


si 
1n -2x| «3 
Hállesc “М7, (M > 0) tal que: 


07/2 
Dr 


Hallar el menor valor de “M” que satisface. 
la siguiente desigualdad: 


parax e (4; 7] 

№721 B) 25/4 o4 
D) 4/25 7 
Resolver: 


(1,5:3,5) 

(1 Du 3:) 
(5) U (-2; 4) 
Ci Du @:4) 
E NA 


Resolver la inecuación: 


Узх -2 e 2x -3.- 2x -8 > {Зх 
para luego indicar el intervalo solución. 


als) »se one 


oli) 


1. 


Resolver: 21. Sea*S” el conjunto solución de: 
Уйс+10-Уз-х>-5 Мх IK > Nex 
Entonces: 


»[-2/5;2/2] 


^ 
в 
o 
D s-t3o(o1) 
Resolver: E) sc(z2) 
мах + 1) -2)(2х -3) > 63 
220 Resolver: 
A) (72)0(3 ©) 2<|х®-х-1]<|х®+х| 
в) 
o 
D) 


E 


[CIS 
AR 

A Era UE» 

B) [-2:3)0(3;5) 

©) (52:9 

0) (3:7) og» 


Юю Ch208 бб mie O 
D) (e: 0) Cen 
ces E м. Resolver: 
EDAD ey ESTA 
-5)(а®-а)(х -2)02 +3) 4-]xi 
Ау (чл aa ure) A) C40)U 0:2) 


B) [-7-muEE2) U (2:2) 
(4:0) (0: 2) 
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25. Reoher 
х-1х-41 
z-e > 

A) (=m; -5)U (2; 5) 

в) (=; -5) U (0;4) 

€) (0,4) (4; 5) 

5) U (5; ©) 


25. Calcular "M" para que зе verifique 
para todo valor real de “x” la siguiente 
igualdad: 

Ž-Mx+ 

ї-мх+1 


3 3 
BI 

AM esi) ВМ (=) 

OM e (51) 

D)M e (1;5) юм) 


27. Indique el menor valor natural de “x 
que cumpla con la siguiente necuación: 


(х2 -2x -15 (х? - бх? + 9x) 
x Ž 50 
Va 500-0219 


[2 E 


№1 DE ©з 
Dna Bs 


28. "M es el conjunto solución de la 
inecuación: 


A 21 


Entonces, el conjunto A" es: 
E D m» oe 
D)(-2;1) Е)(—;0] 


©) xe(04) (4:69) 
D) xe(-x0) oen) 
E) xe(4:0) 0014) 


30. Elconjunto solución de la inecuación: 
2 -|xi.a-x 3 

re -3 ^ 0*5 

Na 

в) mo 

o опи) 

D) (21 

E) Cm-Hott2 


31. Resolver: 


A) хе[3;4) 

B) xel3:4]U15:7] 
€) xel39 

D) хе13;4)015;7) 
xeR 


32. Alresolverla inecuación: 


А-та +144 i - 12:636 2/10 - 6x9 
Se obtiene un conjunto solución de la 
forma: [a;b]. Hallar: a + b 


А2 вуз ©з 
Ds B6 


AAA AAA 


в)хє[2;-1) 


D)xe(-2;1) 


Brean 


34, Resolverla desigualdad: 
Ix-4| + [26] > 10 

Dar como respuesta la suma entre el mayor 

valor entero negativo y el menor entero 


positivo que verifica la desigualdad. 
As DEI o1 
D)-2 D 


38. Identifica un intervalo solución de la si- 
guiente necuación: 
2x«3|-Ix-8] z0 
{х-11-17х-8]^ 


ou: 


49 


n) 562 
na 3 


за Resolver: dixi E 5 3 


Aem) B) (0:) ^ OC) 
DED) Do 


37. Proporcionar un intervalo solución de la 
inecuación 


4A-i-4x-8»3 
[лу —m(&19 Ов] 
р) (8:12) DƏ 


а 


Determine la suma de los valores de x que 


satisfacen la siguiente ecuación: 
1-1] =x 
3 
N2 во [s] 2 
1 
D z E 


Sial doble de la edad de cierta persona se le 
resta 17 айоз resulta menor que 35; pero si 
ıa la mitad de la edad de esta persona se le 
suma 3 el resultado es menor que 15. ¿Cuál 
essuedad? 


N20 
D)22 


923 O25 


pa 


Un muchacho empezó comiendo un cierto 
número de naranjas, después compró cinco 
más qué también se las comió resultando 
que había comido más de 10 naranjas, 
Compró ocho naranjas más y al comérselas 
observó que había comido en total más del 
triple de naranjas que comió la primera vez. 
¿Cuántas naranjas comió en total el 
muchacho? 


A6 
0)19 


5n c17 


521 


Un comerciante adquirió cierto número de 
articulos delos que vendió 70y le quedaron 
más de la mitad, al dia siguiente le 
devolvieron seis, pero logró vender 36 
después de lo cuál le quedaron menos de 
42. ¿Cuántos artículos adquirió el 
comerciante? 


A138 
D) 141 


в)139 C140 


E) 142 


4L. Sia un número de tres cifras múltiplo de 11 
se le resta 396 se obtiene otro mayor que el 
mismo número, invertido, se pide el valor de 
la cifra de las decenas sabiendo que la suma. 
desuscifrasextremas es superiora 12. 


A7 94 o2 
0)6 Es 


43. En un número de 4 cifras: a la cifra de las 
unidades se le suma tantas veces la cifra de 
unidades como la cifra lo indica y se le 
agrega 187 veces el valor de la cifra 
entonces será menor que 4 veces. El 
cuadrado de dicha cifra más 480 unidades. 
¿Cuáles podrían ser las cifras de las 
unidades de dicho número? 


4987  B&76 07,5,4 
D)1,0,2 EJ3,4,5 


44. A3 hermanos A, By Cles regalaron el mismo 
número de granadas, "A" comió los 7/12 de 
las suyas más la mitad de una, "B" comió la. 
mitad de las que tenía más una y "C" comió 
1/3 de una y la mitad del número que 
resultaría si le hubieran regalado, una más. 
"N' comió menos que "B" y más qué “С”. 


¿Cuántas granadas recibió cada hermano? 
A5 m6 97 
р)в ES 


45 Indicarla suma de las cifras del menor valor 
de "n", de modo que, para todo "x" real se 


FEE e-o 


лв 29 O10 
Dan 512 


D) (лу) 


Resolver: [x*-8]>3 
A (e: =u pr) B) (е) (2н) 


© (a: =3] (3:) 
D) (e; ~2) (4: =) E) (-e:-3) o [3;0) 


a 
b 


E 
SE 


a(o: 3e: Ds 


sig 


[TY E) [DN 

[o MN 
13-2871 

EIE] в (2:2) 


© (2:5)0(6;=) 
D 4:) E) (2:4] 
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CAPACIDADES: 
+ Identificar funciones de relaciones 
+ Determinar dominio, rango y gráfica de funciones elementales, 
+ Construir gráficas de funciones a partir de una gráfica dato. 


Е= {(х; y) e R"| у= Р(х); хер ^ yeRr} 


El estudio de las funciones reales constituye el armazón 
de toda la matemática real y consecuentemente de toda а ciencia 
y tecnología moderna. 


La definición moderna del concepto de función se debe 
al matemático francés Agustín = Louis Cauchy (1 789 — 1 857). 
uchy inció la sistematización de la teoría de grupos, 
imprescindible en el Álgebra Moderna y fue uno de los AGUSTÍN CAUCHY 
precursores de la rigurosidad en matemáticas. 


La idea de función es uno de los conceptos más importantes de la matemática, 
ın esto: si a cada elemento de un conjunto corresponde un único elemento 


cual se suste 
de un segundo conjunto entonces esta correspondencia se llama función. Por ejemplo la 
correspondencia entre las computadoras de una marca determinada y su número de serie es 
una función. Así esta establecida una correspondencia entre el conjunto de todas las 
computadoras de esa marca con el conjunto de números enteros (serie). 


De la misma manera a cada cantidad de una mercancía le corresponde una cierta 
suma de dinero como precio de venta y a cada número de páginas de este libro, la cantidad 


deletrasque aparecen enella. 


En cualquiera de los casos anteriores y otros de similar naturaleza podríamos 
representar los resultados en forma gráfica; ellos constituirá una descripción aproximada de 


la función. 
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PAR ORDENADO: Es un conjunto de dos elementos considerados en un determinado orden, 
si los elementos del par ordenado son a y b al conjunto se le denota por (a; b) y se define de 
la manera siguiente: 


(a;b) = а), fa, bY} 


Donde: а = Primera componente 
b = Segunda componente 


Propiedades: 
1) (50) а); аЬ 
2) (Gi) =(Gd а= сль-а 


PRODUCTO CARTESIANO: Dados dos conjuntos no vacíos A y В, el producto cartesiano de 
A por B (en ese orden) se denota así A х B y se define de la manera siguiente 


A*B- [(5b/ac AAD eB} 


A = Conjunto de partida 
В = Conjunto de llegada 
Ejemplo: Dados los conjuntos 

A-4123) ^ Be (12) 
Determinar A» B ^ BxA 


Resolución: Para A х B tenemos: A x B = (1j 2;3) ^ (-1;2) 
A x B = (0-1. (1; 2), 2; -1), (2; 2), (3; -1), (3, 29) 


Para B x A tenemos: Bx A 
BxA 


-1;2)^ (12:3) 
:2), (2153), (2; 1), (2,2), 2; 3)? 


Propiedades: 


1) En general el producto cartesiano no es conmutativo. 


AXB=BxA 


2). El número de elementos de A x B es igual al número de elementos de B x A y se obtiene 
según la fórmula: 


n(A x B) = n(Bx A) = (А). (В) 


E 


È 


DEFINICIÓN: Dados dos conjuntos no vacios A y B, se dice que R es una relación de A en B 
(en ese orden) si y solo si R es un subconjunto de A х B, es decir: Rc A x B. 


Rc (0) /аеАлЬевлакь 


Donde: a Rb indica la relación que existe entre las componentes a y b 


Ejemplo: — Dados los conjuntos 
А-0 


54) ^ B= (2:3) 


Determinar la relación R de A en B definida de la manera siguiente: 
Ro ((a:D)/acAnbeBra<b) 


Hallemos el producto cartesiano de A por B. 
AxB {1; 2; 4) x42; 3) 
AXB = ((1: 2), (1;3), (2: 2), (2: 3), (4; 2), (4; 3)) 


Observar que los elementos de R son todos los pares (a;b) e AxB / a «b, 
luego tenemos: 


R = (0;2) 0:3), (2; 3) 


RELACIÓN EN A: Dado el conjunto no vacío A, se dice que R es una relación en A si y 
solamente si Re A xA. 


ш. CLASES DE RELACIÓN: Sca R una relación en A, luego R 


1) Reflexiva: 
Si Va eA : (a;a) eR 

2) Simétrica: 
Si: (a;b) eR а) cR 

3) Transitiva: 
Si (ab) e R^ bQ e Rare) ER 


4) De Equivalencia: 
Siempre y cuando sea a la vez reflexiva, simétrica y transitiva. 


Ejemplo: Dado el conjunto А = (1;2;3} se define una relación en A de la manera 
siguiente: 
R= (0:0, 0:2, (2,2), (3,3), (2; DY 
AR es una relación de equivalencia? 


Resolución: Si R es una relación de equivalencia, deberá ser reflexiva, simétrica y transitiva 


ala vez: 
Reflexiva: Уаєл э (aja) eR 
1 € A> (1; 1) € RiCorrecto! 
Simétrica: аек => (i eR 
(1; 2) € R — (2; 1) e R ¡Correcto! 
Los demás casos son evidentes. 
— Res simétrica 
"Transitiva: (a; b) € R A re) a R — (a; c) eR 


(1; 1) € R^ (1; 2) € R — (1; 2) e R ICorrecto! 
(132) RA (2; 2) « R — (1; 2) « RiCorrecto! 
(1;2) € R^ (2; 1) € R + (1; 1) e RiCorrecto! 
— R es transitiva. 


2 R es una relación de equivalencia. 


сый 


DEFINICIÓN: 

Dada una relación Р de A en B (Е c A x B), se dice que F es una función de A en B, si y sólo ві 
para cada x є A existe a lo más un elemento y e B tal que el par (x; y) € E es decir que dos pares 
pares ordenados distintos no pueden tener la misma primera componente. 

Ejemplo: ^ ¿Cuál o cuales de las siguientes relaciones son funciones? 

Ry = (2:1, 0,9, 1,2) 
Ra = (;0), (4; 0). (5; 1} 
Ra = (5; D, (4; 1), (4D) 


Resolución: De acuerdo con la definición se observa que: 
R; es función 
Rg es función 
Ry поез función ¿Por qué? Porque (4; -1) y (4; 2) son 
pares ordenados distintos con la misma primera componente 


1. Dominio de F = Dom(F): (D,) Denominado también conjunto de pre — imagenes, es el 
conjunto de los primeros elementos de la correspondencia que pertenecen al conjunto de 
partida. 


IL Rango de F = Ran(F): (Rp) Denominado también conjunto de imágenes, recorrido o 
contradominio, es el conjunto de los segundos elementos de la correspondencia que pertenecen al 
conjunto de llegada. 


Ejemplo: айа la relación funcional representada por el diagrama sagital 


Determinar la función, indicando su dominio y rango. 


Resolución: Del diagrama se tiene: 
F = (0:2), (3;0), (4; D} 


De donde: D, = (1:3;4) л Rp = (2;0) 


PROPIEDAD: Sea F una función de A en B, es decir Р: A» B se cumple: 
D cA лк, св 
t 


Dada una función F de A en B, F: A+ B; se dice que F es una aplicación si y sólo si su dominio 


eor Sho DENS A 


Dada una función F de A en B, F: A — B, sí A y B son subconjuntos del conjunto de los números 
reales R se afirmará que Р es una función real de variable real. 


FADBACRABCR 


Debido a ello F tendrá una representación gráfica en el plano cartesiano (x 0 y), la cual viene 
dada por un conjunto de puntos generados al establecer la relación de correspondencia entre la 
variable independiente “x” y su imagen la variable dependiente "y", es decir: 


Lee psi ex /х 0D, лу аа] 


La igualdad mostrada: y = F(x) expresa la regla de correspondencia de la función real Е 


TEOREMA 
"Toda recta vertical trazada a la gráfica de una función la corta a lo más en un solo punto, 
Fig): x 
F 
A 
F corresponde a la gráfica de una función. Ж 

o 

ЕЯ y S 

н 3 
NN 

а 
z 
I3 
o 


H no corresponde a la gráfica de una función. 


1) Para el Dominio se despeja la variable y, para luego analizar la existencia de su 
equivalente 


2) Para el Rango зе despeja la variable x, para luego analizar la existencia de su equivalente. 
A veces el rango se determina a partir del dominio. 


team CALAPENSHKO. 


expresiones dadas dentro del conjunto de los nümeros reales, así pues tenemos: 


n 
+ ^eR e Be0 
в 


Ejemplo: Determinar el dominio y el rango de la función Е donde: 


ERR y R= 21 


Resolución: De acuerdo con los criterios 


Para el dominio: Eon 


Para el rango: 
Despejamos x: 


xy-3y 22x41 
xy-2x = 3y +1 
(у-2х = 3y +1 
EEL 
y-2 


хєйөу-2#0 
у#2 
уєй-{2} 


ıo RE = R= 2) 
Ejemplo: — Determinar el rango de la función E la cual viene dada por 
FR + R/y = Р(х) = 2x —3; x € (5; 10] 


Resolución: Observar que el rango se puede encontrar a partir del dominio, pues con 
х e (5; 10], bastará determinar la extensión de у = 2x 3, veamos: 


Por condición. x e (5; 10] 

De donde tenemos 5 «x«10 
Multiplicando por 2 ^ 1042x420 
Sumando -3 7-«2x-3« 17 
Observar que 
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FUNCIONES ESPECIALES. 


L FUNCIÓN LINEAL: 


m = pendiente y F 


QOEM 
П. FUNCIÓN IDENTIDAD: 

Dy =R: Rp =R 
ш. FUNCIÓN CONSTANTE: 

TIE 


IV. FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO: 
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V. FUNCIÓN SIGNO: 


F: у = FG) = Sen. 


D,-R; Ry (7 


01) 


VI. FUNCIÓN ESCALÓN UNITARIO: 


Dp= R; Ry = (0:1) 


VIIL. FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO: 
TEOREMA: 


Ix] ту e ysxeysl; yeR 
Asi: 

y= [x] =0 para 0<х<1 d 
y= [x] =1 para 15x<2 

y= [x] =2 para 25x <3 


Dy =R: RZ 


432 
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VIILFUNCIÓN CUADRÁTICA SIMPLE: 
EYRE 


و 
F‏ 
z‏ 


IX. FUNCIÓN CÚBICA SIMPLE: 


Fry = RO =x 


X. FUNCIÓN RAÍZ CUADRADA: 


XI. FUNCIÓN RAÍZ CÚBICA: 


Dy =F: Rp ={0;=) 


DR; Rp =R 


Dp = [0;9) : Rp =[0;ж) 


team CALAPENSHKO 
FONDO EDITORIAL RODO O ALGEBRA А 


XILFUNCIÓN INVERSO MULTIPLICATIVO: 


Dp=R- {0} ; Rp = R- (0) 


DESPLAZAMIENTOS Y REFLEJOS DE LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 
Conociendo la gráfica de la función Е donde F: у = F(x) 


y 


Y considerando un número positivo h, tenemos: 


1. DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL: 


кх+һ) 


“h” unidades hacía la izquierda 


unidades hacia la derecha 
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ATAR 2 o MATEMATICAS dl 


IL DESPLAZAMIENTO VERTICAL: 


^h unidades hacia abajo 


unidades hacia arriba 


REFLEJO CON RESPECTO AL EJE "x": 
y 


-FW 


"El eje "x" se comporta como si fuese un espejo" 


REFLEJO CON RESPECTO AL EJE "y": 
yi 


FN 


"E eje "y" se comporta como si fuese un espejo" 


V. REFLEJO PRODUCIDO POR VALOR ABSOLUTO: 


1800] 


“La parte de la gráfica debajo del eje x, se refleja por encima del mismo" 


team CALAPENSHKO 
FONDO. 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


1. Calcularm. nen cada caso: 
AY7;m-2) = (n+ 1:10) 
Вт +2;п) = G;m-1) 


Om-1;7= 


;m+2) 


Dym- 


n+2)=(5;-4) 


E) (m^-1;7) = (8;п°-2) 


2, Determine el cardinal del conjunto A x B 
'encada caso. 


AA (C1:0:1) y B= {-2;0;2) 
Вуле (xez x sD)yBe (xe Z* |x«3) 


CA= (xeN| 2 <0)yB=(xeR|x'=1) 


3. dado el conjunto A = (-1;0; 1 ) determine. 


losconjuntos: 
AR; e (a;b) eA" | a=b} 
в) = {(a;b) e A* | a > b) 
C) R, = ((a;b) є A? | 2a 53b) 


4. Colocar un visto ( Y) en cada recuadro 
que corresponda a una función: 


A)E=((2:0),(7;-2),(0,2)) 


вук= {(51),(7;1),(—11)} 


OF (5:1), 652), 53) 


000 


D)F=((2),(1:2),:2)) 


Е)РЕ= {(0;0),(1;1),(3;3)} 


5 Determine el dominio y el rango de 
cada una de las siguientes funciones: 


х-1 


A ERSR|y-FG) = 1. 


ВЕЕ |у) = V78 
OERSRly-F() = Va-x-x 


& Identifica la gráfica que corresponde a 


una función: 
DA EY р 
x x 
Уу! Y 


E y юз, р 
„к |° 
—H— جل‎ 


Resolución: ые аим ете сер ER EAR dE M TUE 
Ix-1]52 > -25х-1<2 
-15x<3 
También podemos notar que el rango de la relación es el conjunto de todos los 
números! 
Finalmente la gráfica de la relación será: 


E 


Resolución: — 1. Fara Ry dela condición: +7 <16. 
La gráfica corresponde a la parte interna de la circunferencia x? + y? = 4°, con 
centro en (0;0) y radio iguala. 


y 
E 


п. Pura dela condicio: yes? 
La gráfica corresponde a la parte inferior de la parábola y = x incluyendo su 


—  eontorno- 


Resolución: — | 51х20 
уто 

Ahora: |x| < |y} 

ху 


п. sixz0 
y>0 

Ahora: |x| syl. 

x<-y 

ys-x 


Ш. Si x <O 

yz0 
Ahora: |x| < |y] 
-xsy 


N 5іх<0 
y <0 

Ahora: |х| s ly]. 

к-у 

Ух 


Finalmente la gráfica de la relación R viene dada por la unión de todos los caos 
planteados, veamos: y 
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AZ 


IL. Para graficar al conjunto B debemos tener en cuenta que por ser el conjunto de 
llegada sus elementos se comportan como si fuesen ordenadas, veamos: 


Ш. Finalmente la gráfica del conjunto A x B viene dada por la intersección de las 
gráficas anteriores, veamos. 


PROBLEMA 5 Dados los conjuntos: 
A xB = (0:2) (1; 3), (1; 4), (2; 2), (2; 3), (2; 4)) 
C (15/6) 


Determinar: (A-OUB 

Resolución: Una rápida inspección en el producto cartesiano A x B permite reconocer a los 
conjuntos A y B, veamos: 

A=(:2) 


EST A-C- (2) 


2 A-OuB- 


(2; 3; 4) 


PROBLEMA G Determine os valores de a y b de modo que el conjuntos 
x F (2; S), Cl; 4), (2: 2a? — b), C-1; b-a} 
sea una función. 


сем — اتد‎ 


Resolución: — Сото Fes una función se debe cumplir lo siguiente: 
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Como: ъ-а®=4 = b=a?+4 
b-is 


36a--3yb- 


PROBLEMA 7 Dadala relación funcional Е donde: 


Fen - 253) 


Determine su dominio y rango. 


Resolución: De acuerdo con la teoría procedemos a calcular el dominio y el rango de E 
х+2 


Para el dominio: у 


Por existencia: x-5%0 
x25 
xeR-(5)>D, = R- (5) 
Para el rango: Ez 
Despejamosx: — ay=Sy=x +2 
@-лух=5у+2 


unn 
y-1 
Por existencla: y-1#0=y«1 
yeR-ü)- R, = R-(1) 
2 Df =R-{5) ^ Rp=R-{1) 


PROBLEMAS Dadas las Quee 


62963 


FG) 


UN E 


Resolución: De acuerdo con la correspondencia del diagrama sagital para cada una de las 
funciones, además considerando y = f(x) tenemos: 
CELSUS Pu 
ROSE 3+1 74 
2 Kel 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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PROBLEMA 9 


Resolución: 


PROBLEMA 10 


Resolución: 


PROBLEMA 11 


Determine la suma de todos los valores que asume “m” de modo que la relación de 
AenBsea una aplicación: | 
pz А. в 


F es una aplicación si y sólo si: D, = A, en consecuencia debemos plantear lo. 
siguientes: 
45:3) = (5;m-2;3) 
Para que la igualdad se cumpla: 
m-2-5 ó m-2=3 
m-7ó m=5 


2 Y Valores de m=12 


Determine el dominio dela función: F, donde: 
вав јун) 2+х-х* 


Por condición de existencia: 
2+x-x°20 


Multiplicando todo por —1: 
x-x-2«0 
(к-2х+1)50 


En la recta real se tendrá: 


— Mo, + 


Esbozar la gráfica de la función E donde; 
FR э®/у=но)= xX 


Redefiniendo la función tenemos: 
zx ; x20 
o ;x<o 
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inalmente la gráfica será: 


PROBLEMA 12 Siy = u(x) es una función escalón unitario, reducir: cac 
E=u C2) + (0) eu) 
Resolución: бе sabe que; y=uc0=] ا‎ 
Ahora tenemos: U(-R)=0; U(O)=1; U(R)=1 
Luego: E-0+1+1 
258-2 


PROBLEMA 15 Esbozar la gráfica de la función real de variable real cuya regla de 


correspondencia es: mi to 
Fsy=FG)=x .Sgn(x) 
-1 ; x<0 
Resolución: Se sabe que: sanl) =| 0 ; x=0 
11555; 


Ahora redefiniendo la función Е se tendrá: 
2; x<0 
y-Ro- 


Finalmente la gráfica de F será: 


oxusuedejeo/uio2 193A 
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PROBLEMA 14 Determine la longitud del segmento de recta que une los puntos de intersección de: 
las funcionesF y б, donde: 


F:ROR|y-RG) 
G: ROR|y- GG) =x 


Resolución: Graficando a las funciones F у G tenemos 


Hallemos la abcisa del punto de intersección, para lo cual basta con igualar 
es decir: 


las ecuaciones de F y 


Elevandoalcuadrado: х? =x 
xt-x=0 
х.б? Do 


De donde los valores reales de x son: 
x=0 ; x=1 


Ahora hallemos las ordenadas, para lo cual basta con reemplazar en la fórmula 
de Fo de G los valores obtenidos para la abscisa. 


Con la fórmula de F: 
у= FO) =x 


Si: x =0, entonces: y =0 


Si: x=1, entonces: y =1 


Los puntos de intersección: 
мо) y BQ;1) 


Finalmente por la fórmula de distancia entre dos puntossetiene 
ata; B) - {ао «1-0 
d( B) - 12 +12 


d(A;B)- V2 


La función dada se puede representar así: 
SOR eê j 2R S2 R 


Ixl+4 :ixi»2 E 


Observar que el rango de F viene dado por la unión de los rangos de F; y Fy 
+ Hallemosel rango de F: 
> ye ac 
Partiendo del dominio: -2 < x <2 
0sxsa 
Mag yigg tien 
os 
os Ja <2 
25-0052 «о 
-2syso 
Observar que el rango de F es: 
7 
+  Hallemos el rango бе: y= |x] +4 


Partiendo del dominio: >з 
| +4>6 
y>6 


Observar que el rango de F; (6; =) 


+ Ry = EROU (6; a) 
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Resolución: Observar que la gráfica de G(x + 1) se consigue desplazando una unidad hacia 
Ja izquierda la gráfica de G(x), veamos: 


Finalmente para obtener la gráfica de F(x) bastara reflejar sobre el eje x la 
gráfica de G(x + 1), veamos: 


Resolución: Tenga en cuenta que los puntos de discontinuidad son generados por aquellos. 
valores que asume x (variable independiente) de tal manera que "y" =: 
бе рыны a cen " 


"is жє exe 
E YT gros 
No está bien definida si: 

310-0 v hxj-2=0 


> x-26x--2 


Сото existen dos valores de la abscisa “x” se podrá afirmar que existen 2 puntos. 
de discontinuidad para la función E 
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777 аан ZA 
Resolución: ^ Hallemos el dominio de la función Е рага lo cual se plantea: 
24+x20 1 2-x20 <э-25х52 
Observar que: D,-[-22] 
La fórmula de F con el auxilio de la transformación de radicales simples a dobles 
зе podrá representar asi: 


уена) ++ G+ NENG) 
уен) Va «afa 


А continuación procedemos a formar el rango a partir del dominio: 
-25x52 


os èss 

as <0 

054-х224 

os үа-х? s2 

05 Ws- 54 
sssri «8 
2544520 528 
25у 2/1 e yea 
Rr“ | 


Resolución: Con la finalidad de eliminar al valor absoluto se plantea dos casos: 
17 саѕо: x-120 = x21 Y caso: х-1<0 => x «1 
у= 0-0) +× e y= 2-1 ye-x-D +x my =1 


y 
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PROBLEMA 20  ScaFlafuncióndefinida por: 
ңо)=зепүб2 -а2Ь4-ь]; 
tal que a < b Cuál es el dominio de F? 


donde: a ^b son’ 


Resolución: Рага деа función F(x) exista, se debe cumplir que: 


[TR] 2 
En(*) reconocemos que el valor absoluto es siempre positivo, luego: 
2-5 zo 
De aquí, se deduce que: 
х=+ь 


Asimismo en (*), se debe cumplir que: 
x 


20 


Al factorizar nos queda: 
(«+ a).(x-a) 20 


Hasta aquí hemos encontrado que: 


xe(-»;-a]u[a;s) v x=tb 


Para concluir, debemos reconocer que: 
2 Dom (F) = x e (o: =a Ju [aj e) 


PROBLEMA 21 Las funciones E Gy H tienen las siguientes reglas de correspondencia: 


FOO =- ; GG) =-x y HG) «3: 
Las gráficas de Р y G se cortan en los puntos P y О y las gráficas de F y H en el punto 
R respectivamente, entonces dichos puntos son: 


Resolución: Teniendo en cuenta que las coordenadas en los puntos de corte, satisfacen las 
reglas de correspondencia; los punto de corte de F(x) y G(x) se obtienen haciendo: 


FWO = GO) 
Sustituyendo las relaciones dadas: 
-X =-х > x.(x-1)20 
Resolviendo, se tienen las abscisas: 
x20 ^x 


Luego lasordenadas correspondientes serán - 
F()-0 л F(D- 


En consecuencia los puntos de corte P y Q son: 
P= (00 ^ Q= -D 
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Análogamente para hallar el punto de corte entre FGO yHGO hacemos: — 
FG) = HG) ey 


Sustituyendo las relaciones dadas, tendremos: 
E Û 


Resolviendo se logra obtener: n и 
х=-1 > F(3)--1 


En consecuencia el punto Res: 
R= (-1;-1) 


Finalmente los puntos P , Q y R son: 
0:0 ,0:-D^(C1;-D 


1 
Puede expresarse así: NOTAT 


HallemoselrangodeFpartiendode: 0 < х? < x ; VxeR. кт бш 


(o Sumandol: — 15x14 
1 
Ё oui 
Invirtiendo: a 
Multiplicando por =1: ач do 
"a ze 
^ m 
Sumando: ao 
ғо 
Observar que: osr <1 
Esdecir: Ran(F) = [0;1) 
Por condición: Ran (E) = [a;b) 
Luego comparando se tendrá: а=оль=1 
да+ь=1 
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Resolución:  Hallemos el dominio de la función para luego a partir de él formar el rango, 
Veamos: 


En base al 1er criterio de Resolución de Ecuaciones, diremos que la función FQ), 


está definida, siempre que: 
1-4i-x20 л 12x 


Deestos resultados se puede afirmar que: 
Dom (Р) «x e [0;1] 


Ahora formaremos el rango a partir del Dom (F) 
Ох 


Multiplicando por —1, y reacomodando se tiene: 
-1s-x«0 


Sumando 1a cada miembro tendremos: 
ан 01-х<1 


Extrayendo raíz cuadrada, se establece que: 
[EE 


Multiplicando por —1, y reacomodando: 
As ESO 


Sumando 1 acada miembro, se tendrá: 
о1--х51 


Extrayendootra vez raíz cuadrada: 


Os i Vi-x <1 


Resolución: Deacuerdoalenunciado se debe establecer que: 
Во) y = mx e 


ara 
Sustituyendo (I) en (ID: -D+ mx)? = 1 
Efectuandolaspotenciasindicadas: (т? + 12x + 2(m-2)x + 4= 0 
Luego para que la ecuación admita soluciones reales, su discriminante deberá ser 


mayor oigual acero, es deci (2(m-2)] - 4m + 1).(4) 2 0 
Efectuando obtenemos: m(Jm+4) < 0 


Resolución: Ое acuerdo con el enunciado, la gráfica será: 
У 


Finalmente tenemos: 
NONO 
bur uc 


2 А=бч® 
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FROBLEMA 27 


Resolución: 


Según desplazamientos y reflejos de la gráfica de una función procedemos de la 
manera siguiente: 
L у=) = |х| Ш. у= FG) = [x1] 
у [| 
x ` x 
Ш. у= EG) = x 1]-2 N ye FG) = [Ix 1]-2] 


Esbozar la gráfica dela siguiente función: 
FRR | y = FG) = Sgn(x + 31-2) 


Redefiniendo la función signo de la manera siguiente: 
a 


їх+з1-2<0 
у= FOO = Sgn(Is +31-2) = 


їх+3]-2=0 
1; їх+3]-2>0 

De acuerdo con los teoremas acerca del máximo entero, la función se puede 
reescribir asf: 

1; x<-1 

y=FG)= { 0; -1<х<0 

1; x20 

Finalmente la gráfica dela función será: 
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PROBLEMA 28  Esbozarlagráfca dela función: y = FG 


+2 + |x-21 


Resolución: Cona finalidad de eliminar el valor absoluto planteamos un criterio de zonas: 


L -=<х<-2: у=|х+2|+|х-2| 
-&-2 
y--x-2-x42 


у=-(к+2 


сгайсапдо зер la zona de acción tenemos: 


Ш. -2&х<2 у=|х+2|+|х-2| 
yex*2-(-2) 
у=х+2-х+2 
у=4 

сгабсапдо segûn la zona de acción tenemos: 


m.2sx«w — y=|x+2]+jx-: 
y-x*2 +х-2 


Graficando según la zona de acción tenemos: 


ТОО EZ 


IV. Finalmente la gráfica de la función F viene dada por la unión de todas las 
gráficas anteriores, veamos: 


Fácilmente podemos reconocer que X + x + 1 > 0; Y x e R. Ahora procedemos 
a formar una ecuación cuadrática en x: 

уба ех) х2 -х+5 

унуку хі x +5 

ух xR +ух+х+у-5=0 

-De +(у +1)х+(у-5)=0 
Observa que la cuadrática en x formada tiene raíces reales, pues х « R, por tanto 
se debe cumplir que A 2 0: 

a= (y+ -Му-1у-5) 

А-у + 2y +1-4у*-24у-20 

А=-зу?-22у-19 


Por condición tenemos: 
-3y -22y-1920 
зу? +22у +1950 
* por fórmula: 


22+ 227 -4909 


20) 
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O IATEMÁTICA Sd 
-2244656 _-22+264 
6 
112 J164 -nia 
3 3 


En la recta real: 


E 


-u-2/40 -11+2 


11-21. 1142/41 


вац) 


Esbozar la gráfica de y = F(-x + 1) 


Resolución: 1. Según desplazamiento horizontal, graficamos y = G(x) = Р(х + 1) 


4 


Calcular "P" si 
P = F(2) + FG) -FC3) + FC) 
Donde: 


(3x-1; x23 
во ={х2-1:-25х53 
2х+3;х<-2 
A10 B)12 о 
D) 17 513 


Calcular el valor de “a + b? " si el conjunto: 


F= [(8; 242; a),(a?-1; b),(2; 2a-3),(3; 5] 
es una función: 

A5 m6 7 

Ds DII 


Hallar el dominio де: 
21752 +14х+8 


NR 

B) R-C2-9. 

о в 

D) [2-51 

Ez 

Determinar el dominio de: 


во) 


мер 
©) C». 1) (l; +20) 
D)R 


D 0:5) 


Dada la función: 
FOO 


E 
&-26-3 
Determine los puntos de discontinuidad. 


A)-2y-3 
D) R-(2;3) 


B-2y3 — ©2у-3 


E)2y3 


n 


Determinar el dominio de la función real de 
variable real cuya regla de correspondencia. 
viene dada por: 


уко lg +R 


А) (8; =) В) (8;12] 
D): 121 
Determine el rango de: 
РЕЗА 
ат на 
Meno 8000) OR 
D) (-2:2) E) (-2; 2) 


Determine el mínimo de la función E 

donde: 

00 e i ext 
DE 3/2 

E) 3/2 


№ 
01 


Del gráfico de РО) graficar: 
М) = [FG] ; x € Dp 


y 
Е 
Афу в) фу 
d * 
СТЕ 
DAY юру 


representa la relación: 


A)y>0v2y-x-2<0v2y+x-2<0 
Dy20v2y<x+2v2y+xs2 

CQ y20v2ycx«252y x«2 
D)yz0v2y-25xa2y ex «2 
B)y»0vx-2y4220Ax«2-2y 


ff. Determinar los puntos de intersección de 
la gráfica de las funciones: 
F=? ^ GG)-3b-2 
Para luego indicar la suma de todas las 


№-2 me 0-6 
0)12 E) 10 
fà si 1 
xt-4 

F= 

ает 
А = Dominio de F(x); В = Rango de Р(х) 
Hallar "A - B" 
А){-2-3} BC41 OR 


D) (e; 4) DESI) 
18. Determinar el rango de la función F 
definida así: 
FG) x -atx +0+7 
AR BI: 0144 
E) 8:3) 


24 Determinar el dominio de la función E 
donde: 


F:RAR/y - R3) la a A 


AMO) 
D) 10,4) 


Bor) 0)10;4] 


E) 4,4] 


15.. Hallar el rango de la función Е donde: 


SixeR 


A) 0:) 
B) [;ж) 
©) (m; -2] U 2i) 
D) 22 
B gne) 


%. La gráfica aproximada de la función: 
Fo)2|2-41-x| 


Е 35 DERIT UE a 
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17. Sea: F una función definida en; (-4:2) 21 Sea la función: 


segün: nu кш) =1®*31-1х*5| у= 5,2] 
ro itl 11-4 
053 Hallar el rango de F* 
indicar su rango: 
= Acu-) взд ©) 
menses B(S] тысе BU 


€ (ej -2) Su $ 
DR EN 22 Six e (71; 3). Determine la extensión de: 
roo - Ix*SE x5] 
18. Dada la gráfica de la función "F": NT 


Ау (1:9/5] B9] ©) 01;9/5) 
D) (1; 9/5) E) 01; 5/2) 


22. Sea la función F cuya gráfica es: 


Calcular el valor de: 

ң-#)-зн2 9) 
лз 9-3 os 
D)-5 E7 


Esbozar el gráfico de (9) = F(IxD; x € Dy. 
f& SEF + = FO) + x y FO) =5 


Calcular: B) Y 
zen 
F(0) 
юм ma os 
»i D72 
а 
taliar el rango de “Ет 
B) (e; 2] ec) 
E) (-2;2) 
pu — 


PASA E Immun - 


M. Encontrar el rango de la función: 
FOO = |x| + |х-1| 


AR 
D) (e; 1] 


Bas Ola 


E) Ce; 11 


25. Esbozar la gráfica de la función del 
problema anterior. 


^ у в) y 
V. / V 
CY э 


D) E) | 
EN 


26. ¿Qué conjuntos de pares ordenados son 
funciones? 
Ac (P «3; 0/teR) 
B=((+5;0/teR) 
C=((*-1:0/teR) 
D=((3t+2;0/teR) 


A) SóloB 
D) Todos 


B)AyB O SóloB 


E)ByD 


27. Determine el valor minimo de la función: 


mu 
Fal t; x e 1059) 
AYÍ-1 BL Ox2-2 
0) 2+1 Е)2/2+1 


ЕА 


Determinar el rangodela función: 
ңо)-(х-$+1+х)/5-х 


Bla) 


A) 105%) 
ов 


O0] 
DIEI 


Determine el valor máximo dela función: 


R= ss abe 
№1 в) 1 Сн 
aab Ev Zab 
1 1 
ur Ps 


Sea Р una función con dominio igual a: 
Ta; b) y rango igual a: (c; 0); а > O y rango 
de correspondencia 
вуг 15—412 
[EET 


Luego podemos decir que el valor de abc! 


N16 9-2 с -16 
D) -24 E) -36 
Dada la función: 


FOO = ax! + bx + сано 
Siendo el intersecto con el eje y: (0; 2) 
Además: Domf = R:Ranf = [1; +) 


Calcular: s- 
Sui -s 
E в)2 ©з 
1 1 
Dl 1 
2 Di 


Sea, F una función lineal, tal qı 
Fa +y) = Р) + Ру); F) = 6 
Dicha función lineal geométricamente, 
representa una linea recta. ¿Cuál es la 


pendiente de dicha recta? 
A-1 D o2 
D2 B3 
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35 


ЕА 


Determine el dominio de: 


ES 


ғо) 


xix-3i-x 


Na) U (3; +) 
B) (®;-3] 

€) C -3) u (3; +9) 14) 
D)R-(4) 

E) R- (39:3) 


Sea: у = F(x), que expresa el área de un 
rectángulo de base x y cuya longitud del 
perímetro es "2p". Hallar el dominio y el 
rango de E. 


в) (0; 2р), (0; p/4) 


E) (=p; р). (0; 1 


D) (0; р), (p; 2p) 


Hallar el dominio de la función: 
o 
1-x 
^ Gajom) DIC 
©) (+=) 
m (Ero ESI) 
Encontrar el valor de "a — bs el rango de 


la función: 
FO) = xB + ax 


es [0;6] 
A16 Bu on 
D) 12 Bis 


A id 
зт. Graficar aproximadamente: 
ңх)=-(3х°-|х|) 


A y в у 
* 
о y 
* 
D у E у 


Sea Funa función constante tal que: 
на-)+на+) y 
FQn)-3 
Calcular: 
ња? D+ Fo? -1) 


N4 
D)10 


B)6 os 


512 


Determine el producto de todos los valores 
que asume “m”, de modo que F sea una 
aplicación de Aen. 


A6 A E в 
в)-6 
o4 
Do 
E)-4 


D) 
41. Dadalafunción cuadrática: Р(х) = ax? b 
cuya gráfica se muestra, calcular abe. 


D 


tm RO — ж 
” = 
4 Grafica 42 Vagrifcadela función: 
FO) = ¥ + 2mx + mè Fœ = хх] 
sim <0 = 
A Y 
D y TA # 
=. E 
o 
3 B) Y 
З 
2 o 
2 
v 
3 x 
3 
5 
© » 
э у FE ES 
» E 3 
X x x 
y 
05 
z 


A)-20 в)20 o 
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43. А continuación se muestra la gráfica de: 45 Segünlagráficade*f" 
у= 0): 


Indicar la gráfica de: 
но) = fcx) -1 


44. Determine el valor (o valores) del parámetro 
real "p" para que la gráfica de a función: 
FO) = (р + 1x (5р-3)х+2р+3 
Sea: в. 
Y 


Cuyo conjunto de imágenes viene dada 
por la región ]-; 5]. Calcular el valor de la 
constante entera “К”, tal que FO) = 5 y 


o x F(4) =3; si se sabe además que las raíces de 
Fson positivas. 
1 
дз وي‎ 
E an B7 ою 
0)17 D-3 06 Bia 
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47. Va gráfica dela función: 
2 
у= sorre 


intersecta al eje "x" en los puntos (-2; 0) y 
(5;0) yaleje*y” enel punto (0; К). Calcular 


elvalorde: (b + c+ K) 
A)23/5 B)-23/5 ^ C)-46/3 
D)46/3 E)50/3 

48. Silagráfi 

F0 = ||Ix-31-21 1I 
esaproximadamente. 
Y 


a nmp x 
Calcular; а+т+п+р 


N2 B4 ©12 
D)14 LI 


49. Dadas las funciones: 
0) = 22-34 
309 =-72-3рх+р 
Se elige “р”, de manera que sus gráficas 
tengan un único punto еп común. 
Entonces, las coordenadas (x; y) de dicho 


punto son: 
A60 BAD OC» 
D) 0;3) Das) 


AAA 
50. Graficar la intersección de las siguientes 
relaciones: 
R,=((6y) eR | x! - 6x 2y-1«0) 


су) ER? | 3x 7y-720) 


R= 


AN 
AN 
2 
AN 
A- 
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AIT 
Reconoce funciones notables e identificar sus propiedades. 

Efectuar operaciones con funciones en un dominio permisible. 

Determinar funciones inversas a partir de funciones inyectivas, о. 


EG) 
со) 


DE =D, ^ Da - (5/0000) 


ау (Е (= 


al 


JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET 
(Düren, actual Alemania, 13 de febrero de 1805 - Gotinga, actual 
“Alemania, 5 de mayo de 1859) fue un matemático alemán al que se 
бе {бие la definición "formal moderna de una función. JOHANN DIRICHLET 


Dirichlet nació en Düren, donde su padre era el jefe de la oficina de cortes. Fue educado en 
Alemania, y después en Francia, donde aprendió de muchos de ls más renombrados matemáticos del 
tiempo; relacionándose con algunos como Fourier Tras graduarse, fue profesor en las untvesidades de 
Breslau (1826-1828); Berlin (1828-1855) y Gotinga, en donde ocupó la cátedra dejada por Gauss tras 
au muerte. Sus aportaciones más relevantes se centraron en el campo de la teoría de números 
prestando especial atención al estudi de las series, y desarrolló la соңа de la series de Fourier. Su 
primera publicación comprendió una demostración particular del teorema de Fermat, para el caso 
n5, que también fue completada por Adrien-Marie Legendre, uno de sus revisores. Dirichlet 
completó su propia prueba casi al mismo tiempo; más adelante completó también la prueba para 
пе H4. Aplicó las funciones analíticas al cálculo de problemas aritméticos y estableció criterios de 
convergencia para las series. En cl campo del análisis matemático perfeccionó la definición y concepto. 
dle función, yen mecánica teórica se centri en el estudio del equilibrio de sistemas yen el concepto de 
potencialnewtoniano. 


Fueron estudiantes suyos Ferdinand Eisenstein, Leopold Kronecker y Rudolf Lipschitz. Tras la 
muerte de Dirichlet, su amigo y colega matemático Richard Dedekin recopiló, editó y publicó sus 
lecciones y otros resultados en teoría de números bajo el titulo Vorlesungen über Zahlentheorie 
(Leccionessobre Teoría de Números). 
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1. FUNCIÓN INYECTIVA O UNIVALENTE 


Dada la función F : A — B, F es inyectiva si a cada elemento del rango le corresponde un único 
elemento del dominio. 


Ejemplo: ¿Cuál delas funcior 
р = (2:1), 7;0), (3;-1), (5:4) 
Fa = (0:0), 2:3), (5;-1), (5:30) 

esinyectiva? 


Resolución: Ое acuerdo con la definición F, no es inyectiva, pues para el elemento 3 de su 
rangole corresponde dos elementos en su dominio2 y 4. 


2 SÓloF, esinyectiva 


Definición Práctica: Dadala función: 
F:R>R/y=FG), x Dy 


Fserá inyectiva si verifica a condición: 


Para cada xı, x, € Dp / Р(х) = Fixa) + xı ex; 


Propiedad: 
"Toda recta horizontal trazada ala gráfica de una función inyectiva la corta en un solo punto, 
Fig (1) Fig (2) 
yi 
с 
x 
F corresponde a la gráfica de G no corresponde a la gráfica 


una función inyectiva. Че una función inyectiva. 
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2. FUNCIÓN SURYECTIVA, SOBREYECTIVA O EPIYECTIVA 
Dada la función E donde F : А — В, se dice que F es suryectiva si el rango de F coincide con el 


conjunto de llegada, es decir: 
F es Suryectiva е Rp = 


3. FUNCIÓN BIYECTIVA 
Dada la función E donde F : A B, se dice que F es biyectiva si y sólo si F es inyectiva y suryectiva a 


lavez. 
RETREAT 
FUNCION PAR 
Dada la función £ donde F:A-»B; de modo que x € Dy ^ (-X) € Dy y además Р(х) = Р(-х), 
'entoncesse dirá que F es una función par. 


Propiedad: 
La gráfica de una función pares simétrica con respecto al eje de ordenadas (eje y) 
y 


2. FUNCIÓN IMPAR 
Dada la función E donde E; A+ B; de modo que x e Dy ^ (-x) e Dp y además Fx) = -Р(х), 
entonces se dirî que F es una función impar 


Propiedad: 
La gráfica de una función impar es simétrica con respecto al origen de coordenadas. 


Cx; FER) 


4 e oane ECE 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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3. FUNCIÓN PERIÓDICA 
Dadala función E donde E: A — B; se dice que Fes una función periódica si existe un número real 
*T+0 denominado período de modo que verifique simultáneamente las condiciones: 
D xeD>(x+T)eD, 
M FG+T)=FG0; Yxe Dy 


Propiedad: 

"Toda función periódica tiene su gráfica de tal manera que la misma forma que tiene en un intervalo 
de longitud T se repite horizontalmente y periódicamente en el anterior y posterior intervalo de 
longitud T 


Observar que si T es un período de F, entonces 2T, 3T, . también son períodos de Р. Al menor T 
positivo se le denomina período mínimo de la función. 


1. FUNCIÓN CRECIENTE 
Dada la función E donde Р: A — B ; se dice F es creci 


condición: 
x, 6x, -* Fa) e Fa) 
2. FUNCIÓN DECRECIENTE 


Dada la función Ê donde F:A—+B; se dice Fes decreciente si para cada x, , x € Dy severificala. 


te si para саба х, x, € Dp se verifica la. 


"xo F(x) FO 


3. FUNCIÓN NO DECRECIENTE. 


Dada la función E donde F: AB; se dice Fes no decrecientes para cada ху, x; € Dy se verifica 
la condición: 


xı exce) SEG) 
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. FUNCIÓN NO CRECIENTE 
Dadala función E donde F: A» B; se dice Fes nocreciente si para cada ҳу, x; e Dp se verificala 


condición: 
БЕРЕТЕ 


Propiedad: 
Siuna función F es creciente o decreciente, F será una función inyectiva. 


IGUALDAD DE FUNCIONES. 


1. DEFINICIÓN 
Dadas las funciones Руб, tal que; 
F:IROBR/ys FG); херь 


G:R- R/y 7 GG); x€ Dg 


Se dice que estas son iguales; F = G, si y sólo si verifican simultáneamente las condiciones: 
D р;=00 
Ш) (0) 600; Yre Dp = Da 


pem 
— 5 


G:R+R/y= Ge 1 


ison iguales? 
Resolución: Deacuerdo con la definición veamos si se verifican las condiciones. 
£r TIU 
D Parar: y= Parac: y= q 
yeR +» х?#0 yeR e» x40 
x40 > xeR-(0) x#0 =» xeR-(0) 
^ Dye R-(0) 2 Dg = 8-00) 


Observar que D, = De 


Ш) Regla decorrespondenciaparaF: Кеа de correspondencia para G: 


x 1 
куто X [E 
Споко: FO) = 1 Observar que F(x) = G() 

2 FA Gsoniguales 


AAA SAA 5 
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[ALGEBRA DE FUNCIONES 
Dadas las funciones Е y G, donde: 
F :R>R/y= FQ; xe Dp 
G:R=>R/y=GW; xe Dg. 
Talesque Dy (^ Dg » C, sedefine: 
1. ADICIÓN 
F4G:R—R/y- (FG) = FG) + GG) 
Dya =D, Do 


2. SUSTRACCIÓN 
F-G : Re R/y  (F-G)G) = FG) - GG. 
Dra =D, ^ Do 


3. MULTIPLICACIÓN 
F.G : R— R/y = (Р.С)(х) = Р(х).С(х) 
Бе =D, 0 Do 

4. DIVISIÓN 


FG) 
со) 


Dg =D, A Bo - (0/0000) 


Р (Е 
E rary- (Ew 


Ejemplo: Dadas las funciones: 
F= ((2;4), (1;-1), (5; 2), (4:0), (3:3) 
G= (0:2, 0:4), (2; 1), 04), (3;0)) 


F+G,F-G,F.GAF/G 


Observarque: Dy ^ Dg = {1: 


рмаЕ+б: P+ G= (FQ) +60), (2;F(2) + G(2)), (3: FG) + 6(3)) 
(2;4+1),(3:3+0)) 
:3) 


PaaF-G: — F-G- (0; FQ) -GQD), Q; F -G(2)), G; FG) - GC) 
F-G= (0;-1-2),2:4- 1), 3;3-0)) 
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Pake — F.G- (Q:F(). GQ), (2:F(2).G(2)), G; FG) GOD) 


1. DEFINICIÓN 
Dadaslas funciones Fy б: 
F:R>R/y=F00; xe Dy. 


сія ^ R/y - 900: x€ Da 
Se define la función F compuesta con G (en ese orden), denotada por Е » С de la manera. 
siguiente: 

Р.С :R— R/y = (F«G)G)  F(GG0) 


Siendo su dominio: 
Dr, = ux e Dg ^ GG) € Di) 


Ejemplo: Del gráfico adjunto: 


Determinar F + G 


Resolución: Los elementos de Е « G son aquellos pares (x; y) / x e A ^ y є C, cuyas líneas 
realicen un recorrido directo desde A hasta C pasando por B, veamos: 


zt 

RATER C Re se. 
ке гс 
Ies 


5 FoG = (0;3), (2; 2) 


Ejemplo: Determine la función Р.С, sabiendo que: 
Е:й-эй/у= Р(х) =2х +3; xe (-4;5] 


G:RSR/y = GG) =5x-1 ; xe [-2;0) 
Resolución: Hallemosel dominio de F o G dela manera siguiente: 


Dpc = Ík/X Dg ^ GG) e Dp} 
xe[-2:0) ^ Gx-1)e(-4;5] 
-24x«0 ^ -4<5х-145 
-24x«0 л -3<5х<6 


-25x-0 ^ -Ž<xsÉ 


Dedonde: — Dy, c4, existe FsG 


Hallemos la regla de correspondencia de la manera siguiente: 
у= (F» G00) = FGO) 


Sesabeque: РО) = 2x +3 
F(GG)) - 260) +3 
FGW) - 2x-1) +3 
F(GG)) = 10х-2+3 
F(GG)) =10x +1 


E) 


AS E] 


AAA 


2. PROPIEDADES 
Para las funciones E бу! 


N 3F.G e R¿OD=0 


п) Engeneral F.G*G»F 
ш) (F.G)«H =F» (G+H) 

IV) (FG) 4H = (F-H) + (G.H) 

V) (F.G).H (FH). (бн) 

VI) Siendo Ila función identidad FoI=F ^ ТР 


"FUNCIÓN INVERSA. 


1. DEFINICIÓN 
Sea F una función inyectiva definida por: 


F :RR/y= FG); херь 


Luego existe ви función inversa denotada por Р" = F^! y definida asi: 
FRA R/x 7 FO); xe Dy 


Lo cual quiere decir que F* es е1 conjunto de pares ordenados obtenidos al intercambiar el primer 
elemento porel segundo elemento en cada par ordenado de E 


Ejemplo: — Dadalafunción 


(0:003), C1 
Determinar F*, sî existe. 


Resolución: Una rápida inspección permite observar que F es inyectiva, luego existe F* y viene 
dada por: 


FC 


:1),:2,0:-0) 


2. PROPIEDADES 
Siendo y G funciones inyectivas y la función identidad 1, tenemos: 


N D-Rey Ry = Dy 
m (F-F 
HI) (F.G)* - G' 
IV) F*.F=1, sobre Dp 


EI 


V) FuF* =1, sobreD,* 
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Ejemplo: Determinar la inversa de E si existe 
F :RSR/y= F(x) -2x-3; xe (4; 1) 


Resolución: Fácilmente podemos observar que Р es inyectiva (función lineal), luego 
procedemosa calcular su rango pues Ry =," 


Formaremos: y 


Aparirde: хе: 


Observar que: 


Ahorah 


remos la regla de correspondencia de F* 
F :у=2х-3 
F*:xe2y-3 


2y=x+3 
у-15+3 
2502 


1 
Observar que: Ре (к) = 1x 
que: F*00= 


3. TEOREMA 


Siendo F una función inyectiva, las gráficas de Р y F* son simétricas con respecto а la recta 
identidad y = 
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з 


Marcar verdadero (У) o falso (F) según. 
corresponda. 


4. Dadaslasfunciones: 


Е= (2:1), G:0),C2:, C1;5)) 


G- (C1:2, 6:0), 5:5), ;0) 
L Е= (2; 1), G;0), C1;- D) esuna. او‎ 
función inyectiva ) 
A FG 5) F-G 
TL. H = (04; 0), (5; 1), (7; 
киинин © F.G D) F+G 
M.G = (72; 0, 0 2; D. 
una función univalente. Dr F) 28+0° 
Coloca un visto (У) en el recuadro que 5 Si у= Р(х) =2х-1;хє(-2;4] 
corresponde а una función par. y7 G0) e x-cAixe (- 155) 
Determine: 
Pm 
A) FoG B) бов 
B)ysGG)-3'x«(2:2] .. C) FoF D) GoG 
=x% T 
O y-H&)-x-tixe22] Г] INS CP 
Dye да 6. Determine la función inversa de cada. 


E) у= Об) =x; xe (-5;5) 


Marcar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda. 


L y = FG) = 2€: x e [- 4; 4] es una 
función impar. moto 


IL y = 600 = sen(x); x e R es una 
función periódica. Oo 


HLy- HG) = x ex^ lix e Resuna 
función ar. D 


función dada a continuación: 


A) y e FG) «2x7; x e (155) 


в) у= FG) - x =1; x e (-6;1] 


€) у= FG) ex! «x; x e (4) 


D) y = FG) = x; x e[2; 6] 


E) yc Fo) e x- cxi xe (i =4) 
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PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


В+) =х+1 у Gi-1)-x* 


Calcular: 
FGD) + GFE) 


Para calcular G(-1) en G(x- 1) hacemosx = 0, luego: 
GC-1)-0 


Para calcular F(-1) en F(x + 1) hacemos x = -2, luego: 
FCD =-1 


Ahora si el valor pedido es"K", tenemos: 
K- F(0) + 661) 


Para calcular F(0) en F(x + 1) hacemosx = -1, luego: 
FO =0 


Finalmente obtenemos: K=0+0 


4 K=0 


Si: Р(2х-1) = 4х?—-4х y Gx-2) = F(2x) 


Reescribiendo la función F : 
щ2х-1)=4х2-4х+1-1 
FGx-1)-Qx-17-1 
Җа)? -1-G«D(-1) 


Por condición tenemos: G(x -2) = F(2x) 


Se pide calcular el valor де: 
pes =D... sum 


Resolución: — Reescribiendo las funciones F y G, tenemos: 
СЕ 


x x20 
x x«0 


En busca de F/G: 
Existe F, /G, en el intervalo (0; æ) =° 
Existe F/G, en el intervalo (os; O) 


Resolución: Опа rápida inspección permite afirmar que F es una función inyectiva ¿por qué? 
рог que al trazar cualquier recta horizontal a su gráfica siempre la corta en un solo 
punto. Finalmente la gráfica F “* se obtiene reflejando sobre la recta identidad 
y =x lagráfica de veamos: 


PA AA AAA Ж AAA 


Resolución: — Determinando los dominios de las funciones dadas tenemos: 
х) х2+1 ; хей 
Go)-Y2-x фохе(-=<;2] 


Hallemos el dominio de F » G: — 
Dra 7 (x/x «Dg ^ GO) E Dp} 
Dro 7 (x/xe(7;2) a JAX eR) 

BH 

Dy mom 2] 

Hallemos la regla de correspondencia de F « G : 

р E 6)0) 7 KGG9) * (27x) E 

(F«G)) -(2-x) +1=2-х+1 
(«G9 -3-x 


© y*KGQ))-3-x: xe(-e;2] 


СЕЕ 
=== A 
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Por condición tenemos : 
G)-2x-m ; m<0 
Hallemos (F«G) (2):(F»G)(2) = F(G(2)) = F(4 — m) 
(F.G)2) - (S- m) -1 


Hallemos (G«F)(m -2): 
(G«F)(m - 2) = G(F(m - 2)) = G((m - 1) 1) 
(Gem -2)= Zim - 1? -2-m 

Por condición se debe cumplir: 

(5- mf -1= 2m-1*-2-m 
т? -1от + 24 = 2m? -5m 
т?.5т-24=0 

De donde obtenemos: т = 3 6 т = -8, pero como m < 0 

в 


PROBLEMA 7. Sean! ¢, (0:2) 9:0, O: 


KG; D} 
G= (02:3), (4; D, (356), (5;9) 
HG) ex 2: хе (22;2] 


Determine el rango de (F + G)«H 


Resolución: Насо F + О, paralocual notamos que: Dp ^D = (23; 5) 
F+ G = (G; F) +G), (3; F( GO), (5; FS) GC) 
F+ G= (0:9) (3:10), (5:16) 


Hallemosel dominio de (Е + 6) „Н, para lo cual se plantea: 
буусун (%/XEDy ^ Hi) e Dp c) 
Орун [xe C2:2] ^ x26 {2:3; 5)} 
Dgan = x €(C2:21 ^ хе (0;1:3)) 
(0:1) 


Do. 


Hallemos los elementos del rango de (F + G) oH 
Si х=0 entonces: [(F + G)«H)(0) = (F + G)(H(0)) = (F + G)(2) 
(+6) .н)О) 


Six=1 entonces: [ŒF + G)»H](1) = (F + G(HQ) = (F + GG) 
(C G).HIQ) = 10 


e Resco = {910} 
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PROBLEMA 8 


PROBLEMA 9 


Resolución: 


e arrancar 4 


Sila función F:[-3;2] — [-3;7] eslineal,biyectiva y decreciente. 


Sea la función: F(x) = ax + b 
ң-з)=-3а+Ь — -3a+b=7 
F(D-2a4b > 2a+b== 
FOO 7 -2x+1 


КТ 
Hallemos Р*: x= 2y ley 3x4 


۰0--12 
Е'бд=-2х°2 


FG 


O! 


Determine el conjuntoB, sabiendo que la siguiente función: 
F: C3] > B] РОЈ = [2x] + 1-x es sobreyectiva 


Como Fes sobreyectiva, B es el rango de F 
Observarque: — [-1;3] = [-1:0)u [0:3] 

Para xe [-1:0): FG) -Qx) + 1-x FQ) =-3x + 1 
Aoraformamos: F() =-3x + 1 apartirdex e [-1:0) 
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FROBLEMA 10 


Resolución: 


т 


Porcondición: -1 5 х<0 e» 0 <-3x<3 
1 <-3х+154 > 1<F(0<4 


Para xe [0;3]: FOO = 2%) +1-x 
FOO =x+1 


Ahora formamos: Р(х) =x +1 apartirdex e [0:3] 


Porcondición: 06х53 = 1<x+1<4 


1<F00 <4 
Finalmente:  R,=(1;4] u [1:4] 
TI 
Sea 1 
r= тү 
ga 
Determine F" (x) si existe", 


Inicialmente debemos averiguar sí F es inyectiva, de no ser inyectiva se podrá 
asegurar que no existe F*, veamos: 


Ahora se plantea 


mn 
ada 


хк жщ Be ex, 
xxx, 7x) (x x) =0 
Су -x) qx; -1)=0 


De donde se obtiene : 
XX Y xx =1 


Con lo cual podemos asegurar que F no es inyectiva. 
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PROBLEMA 11 Dada la función ЕО) = x + [x] determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
0 ExisteF" 
Ш) родго; vxeRÎ 
Ш) Fesacotada 


Resolución: ^ Reescribiendo: F(x) =x+ |x| 


EIE 
FO -|[o;xco 
D FAISO y-0 eslafunciónnulaynocsinycctiva. 


I) VERDADERO Por definición de F: 
F020; VxeR 


Ш) FALSO Veamoslagráfica 


y 


DedondeR, = [0;7) indicaque F noes acotada. 


PROBLEMA 12 Sean las funciones: F :R >R | FG)  |x-2010| 
G:R-R|G(X) = х2-36 
H: RR | HO) =4(х 2011) 
Determine el valor de verdad: 
D > Fessuryectiva 


ID. Gesinyectiva 
Ш) Hesbiyectiva 


Resolución: — 1) FALSO 
VxeR:|x-2010]20 = FG920 


Conlocual Rg = [0;=) « R 
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PROBLEMA 13 


Resolución: 


m FALSO 


Ш) VERDADERO 
H:R+R | HOO = 4(x + 2007) 


Observar que Hes lineal, luego es inyectiva, Además Ry = R, con lo cual Hes 


suryectiva. 
+ Hesbiyectiva 


Determine a regla de correspondencia de F* siexiste, donde: 


L Sol ([x-31|-30* x)/62-2x- 


Por condición de existencia: 
62-2x200>x531 


Con lo cual Fx) зета: F(x) = (-x + 31-30 &x)/62- 2x. 
FG) = 462-28 ; x «31 


Fácilmente podemos notar que F es inyectiva, luego existe F* 
EN E 
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Resolución: 


PROBLEMA 15 


ңх)=4-\й-х? ; хє[-1:01 
Veamos si F ез inyectiva, para lo cual con xj; X; € Dy planteamos: 
к=н) 
a icd 
dix =f 


=ч 


1 |х 


Por condición ху, x, e[-1; 0] = Dy 


Lo cual garantiza que F ез inyectiva, en consecuencia existe P* 
hä 
Ро: ya dice 

ве: кеа E 4-a 

1-у2 =(4-х)% e у®=1-(4-? 


JP - i-us ө yi- i 


Recuerde que Dp = Ry», es decir y e[-150] 
yA e у= 1-(4-x) 


a ۴*00 =1 -)4- 


Détermine el gradode validez de cada una de las siguientes proposiciones: 
1) Existen funciones que son pares e imparesa la vez. 


ID Lafunción F definida por FG) = (x|x|-2 sent esimpar 
ш) TodafunciónF: R68. зе puede reescribir como la adición de una función. 
рәгу ота función impar 
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Resolución: 


0 VERDADERO: 


ixe(-51) о (153) 


Veamos las condiciones: 
+ vxeDom(E); -x e Dom(F) ¡Sise cumple, ver dominio | 


* FC) =-РОд сотор) =0,luegoF(-x) =0 iSisecumple! 
2 Fespareimparalavez 
1) VERDADERO: 
De acuerdo con la definición tenemos: 
* Dom(F) = 2-0): Y x e Пот): -x e Dom(F) 
. sc - [cot ens 
YA 
r= [xisl ах 


rcx =-(x|x|= ent 


PIS 
Fx) = -FG9) 


2 Lafunción Fesimpar 


ш) VERDADERO: 


Sean las funciones Е СУН tales que б es par y Hes impar. 

Se plantea lo siguiente: FG) = GOO + HG). (01) 
Dom(F)  Dom(G) = Dom(H) = В: Е(-х) = G(-x) + Hx) 
Como Ges parG(x) = G(-x): кє) = GG) + HÛ) 


ComoH es impar Hx) = НО): 


Fx) = GG) -HQ0 1... (2) 


Sumando (1)y (2) obtenemos: — G()- rd 


endo()yGoenemos Hp) КОС 


Conlocual se cumple en (1): 
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PROBLEMA 16 Eoteregióndeminada poretie yla pis delafanción Ftal ai 
Ft) =3 f a, 
Se inscribe un rectángulo cuya base está sobre el eje “x” y los otros dos vértices 
estánenla gráfica de E Halleelárea máxima de dicho rectángulo 


Resolución: ^ Deacuerdoconelenunciado podemos construir el siguiente gráfico: 


Ey-3-Is-5| 


Dela gráfica podemos observar que: 
HA=7-1=6 


Asimismo reconocemos que el D> NTA es isósceles, por lo tanto; 
NA=NT=MH=a (1) 


También se puede reconocer que: 
6-х 


asxta=6s as Z (2 


Acontinuación el área del rectángulo MRTN viene dado por: 
Área = (ММТМ) — e) 


Reemplazando (1) y (2) en (3), tendremos: 


- jor +6x) 


Nuestra experiencia nos sugiere completar cuadrados en el paréntesis, para así 
poder encontrar el máximo valor del área. Veamos: 


Area = io- -6x-5]- [9-09] 
Observa que: Área máxima c» (x - 3) eslo minimo posible = (x-3)"=0 
2 Área máxima = Zeas 


PROBLEMA 17 Consideremos la función F definida por: 


Resolución: Dela condición dada para Е podemos reconoceren él, dos funciones componentes: 


Según el gráfico, reconocemos que la función F es inyectiva, por lo tanto admite 
inversa. Hallemos F 
Deer ээ хату 
ехо 
реву +1 = x-y +1 
гутта 
Мк ;х<0 
>21 


SES 


Finalmente; — 5 FG: | 


O E ктү тар 
Calcular: F(1994) + F(2006) 1 xbox 


Resolución: Sea y = Р(х) = k la función constante, luego en la condición se tendrá: 
kek 


1 


kea 75 P kat 
2k=k+4 e ke 


2 91994) + 2006) = 


даша: cis сш шакшы. 
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PROBLEMA 19 Identifica la gráfica de una función continua. 


Resolución: 


PROBLEMA 20 


Resolución: 


Debemos tener en cuenta que una función es continua en su dominio si su gráfica 
по presenta ruptura, es decir la variable dependiente y existe para todo valor 
independiente x. 

De acuerdo con lo anterior se podrá afirmar que sólo en I tenemos la gráfica de una 
función continua. 


Siy = F( es una función periódica de período = 3tal que F(5) = 3yF(-2) = 7. 
Calcular: E = FOLD ЕРО) +4). 


En (1) hagamos que x = — 
Р(-2) =F(-243) 
F(-2) = FO) 
7-Fü) 
En (1) hagamos quex = 5: 
FG) = F(8) 
3=F(8) 
En (1) hagamos quex = 8: 
Е(8) = Fû1) 
a) 


[2] 


Enla expresión pedida: 
E=F(11) REO) +4) 

Reemplazando (2) y (3): 
E=F01)+F7+4) 
E=F0D+FM) 
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PROBLEMA 21  Calcularm. n, sabiendo que el conjunto: 
Е= {2;7). (7; —1), (m— 1; 7), (n + 2; 1), (m; n)} 
Representa а una función univalente-. 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría F será una función inyectiva o univalente siempre que se 
verifique losiguiem 


PROBLEMA 22  Sieldiagrama sagital: 


E. 
Corresponde а la representación de la función F suryeciva. Determine el 
producto de todos los valores que puede asumir m. 


Resolución: Рогвегипа función suryectiva: Ran(F) = В 
40;2;4) =(0;23m-3;4) 
Ahora en la igualdad se cumple que: 
m-3-0 v m-3-2 v m-3=4 
m-3v  m=S Y m=7 
Supongamos que P es el producto: 
PM 
P=105 


PROBLEMA 23  Acontinuación seimuestra una aplicación biyectiva. 
b] + E-2;3]| y= Fi) = YET Caleulara +b 


Resolución: De acuerdo con la teoría y = Р(Х) es biyectiva siempre que sea a la vez inyectiva y 
suryectiva. 
Por ser suryectiva: 
Ran(F) = [-2:3] 


as el <3 

-8< x+1 <27 

-95 x «26 
PorserF una aplicación: 

[a;b] = [-9;26] 
De donde necesariamente: 

а=-9 ^ b-26 

л a+b=17 


Resolución: —— Hallemoseldominio de F para lo cual: 
Е 


12020 = 150 
(106-050 e -1«xe1 
Fácilmente podemos reconocer que: 
5 Dom(F)- [-1;1] 
Hallemosel dominio de g. para lo cual: 
#-120 = (+ D-1 >0 
х-1 e 121 
Fácilmente podemos reconocer que: 
Dom(G) = (ПОШ) 
Ahora Hallamos el dominio de Р + С, recordemos que el dominio de F + G viene. 
dado por la intersección de los dominios de Fy С. » 
Dom(F + б) = Dom(P) ^ Dom(G) 


F+G=1(-1,0+0),(1,0+0)) 
= F*G-(CIO,0:0) 


AAA AAA 


FROBLEMA25 Esbozarla gráfica dela función Fo G, sabiendo que: 
srt РИ; 
ER-R|y-FG)-xr +1; 55х30 


“Rly = бо) = 2x +1; 15х59 


Resolución: 1 
Dom(FoG) «xeDom(G) ^ GO)«Dom() 
Dom(FoG)=15x59 л 552x+ 1530 
Dom(FoG)=15x59 ^ 452x529 


reais 1 


Fácilmente podemos observar que: 
Dom(FoG) = [29] 
T. Hallemosla regla de correspondencia de la composición FoG. 


FWO =- > бод) -G'00-1 
000) = (2x + 1°. 
FGO) = 4% + 4x 
Шш. Hallemos el rango de la composición FoG, para lo cual consideramos al dominio, 
Y = (FoG)G) = F(GQ9) = 4x + 4x 


a 

y toG) 9 == 4(x+3) -1 

Considerando al dominio, tenemos: 2 
Dom(F o б)= [29] 


Ahora formaremos al rango 
25х59 


Sumando + а cada término: 


1 1 
24$ X4 <93 
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Finalmente restando 1 tenemos: 


DES z 
24<y<360 3 
Ran(F o G)= [24:360] Ф 
WW. La gráfica de la composición Fo G es a 
H 
i 
2 
LÀ 
z 
х 
о 
PROBLEMA 26 Соп respecto а la función: 
o; à 
yaro ТЕ RS) 
3.; хє({2;3) 
podemos afirmar que: 

1. Es no creciente en (0; 2] IL Es no creciente en (2; 5) 


Ш. Es no decreciente en (2; 5) 


IM Esconstante en (1:3) Es no decreciente en (3; 3) 


Resolución: Graficando la función: 


Fácilmente podemos observar que F es no decreciente en 
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FROBLEMA 27 Dadaslasfunciones uo waa tud e 


0) = хї—2х + 2; e [=3;31 5 
Cyl :хе0:5) 
Hallar (Fo G)*,slexise- > “1 


Se puede observar que y = F(x) = (x-1)*4 1 noes inyectiva en su dominio [-3;3], 
portanto no podemos aplicarla propiedad (Fo G)* = G* оР*. 
Hallemosla función Fo G y analicemos si es inyectiva. 
1 DominiodeFoG: 
xeDom(G) ^ GO) € Dom(F) 
хє@5) ^ x*lel-3,3] 
о<х<5 ^ -35х#153 
0<к<5 л -45x52 
Dedondetenemos: 0<х&2 => xe(0;2] 
п. Hallemosla fórmula de FoG 
у= (Ро) = FGO) 
Como sabemos que: 
FOO =(к-1)°+1 
сод) = (600-1) 1 
FGW) = 6G: 1-0* + 1 
Ро) =x el 


Fácilmente podemos verificar que y = (F o 6)00 = F(G(0) = РО) = x° + 1 
condominio en (0; 2] esinyectiva, por tanto admite inversa. 
ш. Cálkulode(FoG)*: FoG:y= 2+ 1;хє (0;2] 
Hallemos el rango a partir de: 
0<x<2 
о< 254 
1x 4155 
1«ys5eyeüdisl 


є(1;51 


/FROBLEMA28 El gráfico adjunto corresponde а: (Еоб)(л) 
Sin e N*;aAbe R;talque: n — 
re) mens xe| o2) 


сой "nix e (Сил) 
Dererminar: sen (a.b) 1 
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PROBLEMA 29 


Resolución: 


Debemos tener en cuenta que: 
Dom(FoG) = x € Dom(G) AG(x) e Dom(F) 


anxelo;3) 


Dom(FoG) -x« (- 
 Alintersectar los intervalos, se obtiene: 


^ xelo) 


Dom(FoG)=xe [| 


erede por bie 
ES 
Luego de (I) y (II) se obtiene: 
ы 
EU DE 
WO ennt a Ga) ne 
Leg paa 
(FoG)Q) = FIGGO] 
nam 
(FoG)() = nsen(nx) mn (Ш) 
OS 
(FoG)(a) = b mn (IV) 
Sustituyendox por a en (Ш) рага! recoil av), tendremos: 
quise 
Reemplazando (*) en (**); зе! i3 
(е) 
Efectuando, tendremos: 
с 
pata 
Finalmente se observa que: 
ака, 
амал 


„ap 


› 


‘Sea una función creciente definida por: Р(х) = ax + b, tal que: 


F(I1:2] - (107; 901]. | 


D xe[52] 9 14x <2 
1D (ax + b) e [107,901] => 107 < ax +b < 901 ...(*) 

Nuestra estrategia consistirá en formar el intervalo de x a partir de la relación (ID), 

acontinuación se compararán los extremos obtenidos con los extremos de (1). 
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107-b < ах < 901-b 
Dividiendo poraa cada miembro: 


901-ь‏ ا 
а‏ 


а iit ерин вн Ше puede rage que? 
exremoinferior: 107-5215 a+b =107 1.6 


exiremosuperior: 991-5 ..2 > 22 + b = 901 ...(8) 


Resolviendo (a) y (р); encontramos que: 
^ — b=-687 


Resolución: Por dato del problema: 
`ропцЕ) =x « [0;2] 
Redefiniendo la función: 
» є [0;1) >0 <x < 1 [x] -0 
En consecuencia la regla de correspondencia para 
éste intervalo será: 
FOO JF 
Ш Sexe 1:2 = 14x < 2= [=1 
En consecuencia la regla de correspondencia para 
este intervalo será: 
FO) =1+Yx-1 
Ш)$ёх =2 = [x] =2 > FOO =2 
Es decir la función F se podrá expresar del siguiente 
modo: 


J ;0sx<1 
FOO =| 14 JT; 15 <2 
2 'ix-2 
y su gráfica será como lo indica la figura 1, siendo 
la gráfica desu inversa a indicada en la figura 2. 
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STO SON o а a rO! ДА 


PROBLEMAS PROPUESTOS 
* Si & sk 
F= (o: 42). 6: 2). (2:342)) из xd 
Н(х)={2-|х|; -2<x<2 
G -((o: 42), (2:1) (з)} SSA 
Calcular: (F + G)(0) 
юз вз o 
D) 2 E22 


2 Sean las funciones: 


F = {(2; 5), (3; 4), (9; 5), (6:8), (1; D) 
G = 4(3; 4), (2; 3), (5; 2), (1; 7), (8; D) 
Hallar “E + G” 

А) (2:8), (5; 2), (1; 19) 

в) (Q;8),(3,8),0;14)) 

С) (0; 8), (3; 8), (1: 2) 

D) (Q:8) (1; 8), (9; 5)} 

E) {2: 8), (1:14), (3: 7) 


3, Dadaslas funciones Руб, tales que: 


х+х<2 x 
к-та m=; 
Determinar:F +G 
Naxx >1 Das 
СТИ 
D)üxelvx»4  E)2xx«4 


4 Sean: 
F= (C10), (2:0), (1-0, (5:1), (31) 
G= (03,0), (5:4), (1,0), C12) 
Encontrar el número de valores distintos 


para si 
т.сђ 
(55o 
m2 ГД os 
Ds EN 


T 


Es decreciente en: (0; v) 
E) Escontinua en su dominio. 


Dadas las funciones F yG, tales que: 
FO) = 4x -x*; x «[0;7] 
x* - 48; x «0. 
x+2x>2 
bJ (c) 


- 


Siel rangodeF + Ges: 


Calcularel valor que asume: 
a+ 4b +e 


A-2 
D)-31 


8)-24 0-27 


Е)-35 


Dadaslas funciones: 
F-(03:4),-2:0),2:0),3:2),(4:6), 


G7 (x) eR /y=G(9=3x+5,x є(-8:4)) 


Determinar: F.G 


/)(€3:0),2;-1), 2:11), G:16) 
в) (C3:8), C2; 1), C 
C) (C3;-16), (2: 
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a 


ГА 


Sea “Р” la función: Tí. Sean E Gdos funciones definidas en Q por: 
Б) = 202 4x1; vx € (0; 2) FOO =ax—1; GG) =3х +b 
y "G" es otra función, definida así: Tales que: 


FQ) = бєл); FED = GQ) 


Gt) x шу veo Entonces: F(2) + G(3) es iguala: 
Entonces el rango de F«G* es: 2-2 вл оо 
D 52 


N Bü Ol») 


D) 3:2) юз а e 
Sennlas funciones definidas por: А roi 
(OCA: 
FOO = |х - 3| |x - 1] E 
Determine la función: F.G 
Pa x<1 
CT A) Î (0:0); (1: 10); (2; 6/2); (4; -8) 
BRL illl B) (0:2:0;; (2 3/2); (4:6) 
NUS AHA кордо) © (0:0:0:; 26/2) (4; -8)) 
D) 0); (2: 242); (4; -6)) 
As 80000 OS EJ :@ 2; (4; 1) 
D)u;4) ES) 
La función K definida con un intervalo © = (053); (2; 5); G0); (В; дф; 7; D) 
(а; b] ha sido obtenida (por cambio de Determinar la función (F + G) 
escala) de la función E definida en el 
intervalo 0; 1], de manera que: (0:3) 


F(a) = F(0) y Fb) = F(-1) 
Entonces, la ecuación de F es: 


A) FOO=aFO)+b 


» 


© 
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15. Sealafuncióndefinida por: 
FO) = x3 


1 в)2 ©з 
DI 95 


16, Dadalafunción: 
F =((1; 3); (2; 3); (0; 0); (1; 0)} 
Marcar Verdadero (V) o Falso (F) 
O 3er? 
С) вере (0:0) 


Byw OvrF 
E)FFF 


17. Consideremoslas funciones: 
0: (2:3); (4; 1); 3:2); (0:0); 
26:0} 
Е= (0:5): (15-1); (2; 3); (-1; 7); (7:0) 
Luego el producto de los elementos del 


rangodeF «Ges: 
№5 во O-105 
0)15 5-15 
18, Seala funci 


función: 


15 

D) 7 E) y 

E) х x 

Sea la función "F" indicar el valor de verdad. 

de las siguientes proposiciones; si: 
[E 

C) Escrecienteen 0; 11 


( ) Esestrictamente decreciente en ]- 0] 
( ) Esestrictamente creciente en 12/3; «[ 


AXE B)FFF OvrF 
D)FVF gvv 


Dadala función: 
6-x ; xel-2;0) 


2+x i xel0;4) 


СЕ| 


Indicar el valor de verdad de las siguientes. 


proposiciones: 
L  Fesunivalente 


I. Fesdecrecienteen (-2;1) 


m. Р) =3 
AFV B vev СМР 
D)WF Byw 


2 


з. 


C) FG) xix e [-1; 1); Fes una función. 
par. 
€) FG) = (x- D; x e [-2; 2]; Fes una 


función creciente. 

(O F9 = [x-1] + [x-2l;x e [152] es 
una función constante. 

AVV Du OFFF 

D) VEV БУРЕ 

Dado: F :[;10] =» [-20;b] 


donde: 


РО) = x-ax- 32 
Determinar "a + b" para que F sea biyectiva 


A)30 B)26 оза 
D)42 B 
Considere la aplicación biyectiva: 

Es [5; b], [2:72] 
Cuyaregla es: 

FOO = x2 êx + 7 
Determine (a + b), 
D os 
D)14 юп 
E 


Foe kx; хе 
Determine F* 
A) F'G)-(QQ-J4-xY ; xel0:3] 
B) е0) = (249—002 ; xe[0;3] 
O вео) үа +1 ; хао 
D) F'G)- s 1/x-1: x e[0:3] 
E) F'G)-Vi-x-1 


+ xel0:2] 


+15x>0 
x-1 x<1 

A) we 
TI ; x21 
ro Eas 

B) f*G)- 
E 
x4loixel 

Oo fi 
RT; x21 
n fe Pixel 

"e 
МЕТ ixl 


E) No presenta inversa 


Indicar si las funciones son par; impar о 
ninguna con sus respectivas iniciales si: 


O Вк) 3 ax 
x 
O ots. 


O Ho)extex 


A)PPN 
D)NPI 


B)PIN OPNI 


E)IPN 


Determinar todas las funciones lineales E 
talesque: 


er E 
Indicar una de ellas 
A) FOO =2x+2 B) FOO =1=x 
Lex 
=x E) e 2c 
3 
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28. Dadaslasunciones: 


Poeg gite 
GG) = x! -4x- 8x e 16:12] 
Determinar: DF» б) 
A) 16;2+5/21 
в) 162-542] 
C) 16;2+ 342] 
D) 1-2-3/2;2+342] 
E) 162-342] 
29, Dadaslasfunciones: 
о) = dx] -x*; -8ex <1 
Сбх) Их ;-4<х<0 
Indicar el rangodeGs F 
AVL DWS ONA 
D) J1; V3) B (2 V7 


30. Indicar la gráfica aproximada de F « G a 
partir de: 
Fe (x-3; &73)/ x23) 
G=({(1-x;x?-2x41)/x€R} 


NE D у 
СЦ 

E E 
D) D 


EN 


Para: 
mo-4i-x у ovaa 


Determine G «E Indicar su dominio, 


кезш BESO 01-30 
DSE 5-61 
Dada la función sobreyectiva: 
2 
> R= 216 


(х+4)(х +5) 
Determinarel námero de elementos de (A-B) 


no DH o2 
D)3 D4 


Determine el conjunto B de manera que: 
F:N OL э в/ң)= 32 


x- 


Sea suryectiva 


B) [-1;-1/20 
E))-1;-1/4] 


Determinar (Р + G) donde: 
»ixeQ 
FQ) 
тале 
G (6/2; 4); (7; 0); (3; 8)) 
Dar como respuesta la suma de los 


elementos del rango de (F+ б) 
A64 вува o70 
D)72 E)76 
Seanlas funciones: 


L Б) = 3х*-2х2 

п. GG)- [X 2x[ i xe C353) 
ш. но)=х* 

м Y9-x-x 
dCuántas son funciones pares? 


B)2 


э. Sedeieniad gutes fine 
suo | 


r= 22 sE) 


Entonces, el Dom(F), ез: 


AMcn-3-C3) B) 
OQ Cxi-uGi) 
D) (=; 2) 2:21 
37. Dadala gráfica dela función Fsesabe que: 


F(3)- FQ) = 1 
Determine el valorde: F(4) - 2F(-1) + F(/3) 


m DEI 9» 
D)8 5-9 


28. Indicarla gráfica de: 
FW = Sgn 6-1) 


SE dur 


х-31]-30+х). VIE 
Determinar si existe F* 
A)31-x? 304 — O29-x* 
р) 28-х? 8) 31+х? 
si 

ВО) =2х-5 ^ GO) =3(x+1)-1 
Son dos funciones reales de variable real, 


además Н = F* + G de modo que existe un 
valort, tal que: 


no -n(t2) 
Determine 
A2 m4 Q6 
08 m12 


Hallar la función inversa de la función 
definida por: 


FG) «=x +бх-7 ; xe]-9;7] 


A) -3-416+х2; x e]-;0] 
B) -з+\йб+хї; кє]-®:0[ 


с) -3- 64x"; хе]-=;01 


D) -3+16+x*; x el-:01 


DET 


¿ox elo; OL 


Determine el domino de (FG), si: 


о) = 5-4: x e[2;8] 


1 
о) тр 1: х61-2;4] 


р» 


D)L-2:4] 
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p — e 


ЕЗ 

o 

ло B)5/3 o 
9-173 8 
D) 10/3 E) Hay 2 correctas. z 
Sisesabeque: E] 
F(2 + х) = В-х), а 

F(4 + х) = F(4-x) * 

Siendo periódica indicarsu período. 9. 
га 

А2 в)з os z 
mo. 6 


Sean: (00 = X* y 800 = ax +1 dos 
funciones con dominio x apropiado para 
que sean biyectivas Si: 


(e Ее 


Determine: (02) 


“i= 


D 
027 


DI os 


91 


Si Р es una función real de variable real 
que verifica las condiciones: 
L F0 


1 
п. (x=) = gog O 


Calcular: F(2010) 


E mo 


n 


yy 


47. Dadala función: 
у=ңю-ак+Ь : xe[3:3)a>3 


Si: HG) =) +Е*(х] 
Calculara +b 
N3 B)4 os 
06 57 

48. Dadala función: 

F = (0:0), (2; 5), (3; 6), (7; 2) 
Halle la función: (Fo F") - (F*oF) 
A)(00;0)) DADDY 
10:0) 

D)(1:0,0;0)  E(5:0), (0:0) 
49. Sila función Fes biyectiva y contínua: 


¿21 + [3;41|FOO = к^ +ак+Ь 
Determine F* 

ADF'G)e3e X3 i 
B) F*G)-1-4x-8 ; 
с) F*G)-1-4x53 ; 
D) F*G)-1«4 x3 ; 
E) F* (0= 1+ x3 ; 


хє[:2] 
хє[;4] 


хер] 


50. Determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 
L SiFG)- [x1] - Ix-1], entonces Fes 
acotada. 4 
п. si FG = xf RTS, entonces Р es 
acotada. х0) 
Ш. Si Fesinversibleyacotada, entonces F* 
esacorada. 23 
AVW B)VVE C)vev. 
Drw DFF 
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* Reconocer funciones polinomiales y clasificar sus raíces. 
e Transformar raíces de funciones polinomiales. 5 
«Reconocer yaplicar los diversos teoremas en funciones polinomiales, 


3x e (а; b)|FG) = 0 <> F(a).F(b) < 0 


BERNARD BOLZANO (Praga, 1781 — 1848) fuc un 
matemático que se le conoce por el teorema de Bolzano, asf 
como por el teorema de Bolzano-Weierstrass, que esbozó 
como lema de otro trabajo en 1817, y décadas después habría. 
de desarrollar Karl Weierstrass 


En 1796 Bolzano se inscribió en la Facultad de Filosofia. 
de la Universidad de Praga. Consiguió el doctorado en 1804, 
tras haber redactado una tesís en la que expresaba su opinión sobre las Matemáticas y sobre 
las características de una correcta demostración matemática. En el prólogo escribió: "No 
podría sentirme satisfecho por una demostración estrictamente rigurosa, si ésta no derivase 
delosconceptos contenidos en la tesis que debe demostrarse.” 


BERNARD BOLZANO 


Bolzano escribió en [1810 Beiträge zu einer begründeteren Darstellung der 
Mathematik. Erste Lieferung, la primera de una serie programada de escritos sobre 
fundamentos de las matemáticas. En la segunda parte encontramos Der binomische 
Lehrsatzl...de 1816 y Rein analytischer Beweis... (Pura demostración matemática) de 1817, 
que contienen un intento de imposición del cálculo infinitesimal que no recurre al 
concepto de infinitesimal. En el prólogo del primero de ambos declara que su trabajo es un 
ejemplo del nuevo modo de desarrollar el análisis. En este trabajo hay que situar la 
demostración del teorema del valor intermedio con la nueva aproximación de Bolzano, y la 
que también fue llamada serie de Cauchy: Este concepto aparece en un trabajo de Cauchy, 
aparecido cuatro años después, aunque resulta poco probable que el matemático francés 
conociera los trabajos de Bolzano. 


Entre 1830 y 1840, Bolzano trabajó en una obra mayor, Grûssenlehre en la que tratará 
de reinterpretar toda la matemática bajo bases lógicas. Sólo llegó a publicar una parte, 
esperando que sus alumnos prosiguieran su obra y publicaran una versión completa. En 
1854, tres años después de su muerte, un alumno suyo publicó la obra de Bolzano 
Paradoxien des Unendlichen, un estudio sobre las paradojas del infinito. Aparece por 
primera vez el término "conjunto", en la forma alemana Menge. 


AA RNASE 


team AA BENSHKO. — 


Una función polinomial es una expresión algebraica racional entera, cuya forma general es: 


AA 


Donde: 
x= Variable o Indeterminada. 
Bo, 1 la, Y ay son los coeficiente, todos ellos son números reales. 


agx" esel término dominante siempre que a, #0. 
a = Coeficiente principal. 
ay = Término independiente dex, ез un número real, también sele llama término constante. 


Y OBSERVACIÓN 


Las funciones constante, lineal y cuadrática que se obtienen cuando n = 0; n = 1 y n = 2 
respectivamente son casos particulares de una función polinomial, cabe recordar que estas 
funciones fueron vistas en el capítulo 14. 


| CERO DE UNA FUNCIÓN POLINOMIAL. 

También llamada raíz, Sea y = F(x) una función polinomial no constante, es decir [F]" > 1, un cero 
dela función es el valor que asume su variable de modo que la función se anule. 

Matemáticamente: 


TEOREMA 
5їх= xo es un сего de F(x), entonces un factor de F(x) será el binomio (x xg). 


Ejemplo: Dado el polinomio F(x) = x* — 2x + 1 fácilmente podemos notar que F(1) = О, luego 
afirmamos que x = 1 es un cero de F(x) y por tanto (x — 1) es un factor de F(x). 


БЇ OS SERVACIÓN. 


El cero o raíz de una función polinomial F(x) de grado mayor o igual que dos, puede ser 
simple o múltiple: 


1) Essimplesix=xpsólo determina al factor (x xy), es decir (xx) nose repite en Р(х). 
2) Es múltiplesix = x, determina al factor (x xj", соп т e N |m > 2es decir (x= x) serepite 
“m” vecesen FG). Ади зе dice quex = x es un cero de multiplicidad "m". 


EI 127 A ааг азлыг 


СА! Si 


PROPIEDADES. 


Sea y = F(x) una función polinomial de grado no menor que tres ([F]*23) cuya gráfica aproxima- 
damente es: 


E 


1) Cada punto que corresponde a la gráfica de la función, de modo que la gráfica de y = FG cruza al 
ejex, indica la presencia de una raíz simple o de multiplicidad impar. 
De la gráfica: x, y x, pueden ser raíces simples o raíces de multiplicidad impar de la función 


yer). 

2) Cada punto que corresponde a la gráfica de la función, de modo que la gráfica de la función 
y = FG) estangente aleje x, indica la presencia de una raíz de multiplicidad par. 
Dela gráfica: xy es una raíz de multiplicidad par de la función y = РОО. 


Sea y = F(x) una función polinomial de grado no menor que dos, luego para la ecuación F(x) = 0 
tenemos: 


а r1) o esta ecuación que tiene por raices a las rectprocas de as raíces de РО = 0. 

2) F(x +) =0,conh eZ”, esla ecuación que tiene como raices las raíces de F(x) = 0 disminuidas 
enne. 

3) F(x-h) = 0, con h e Z*, es la ecuación que tiene como raíces a las raíces de F(x) = O aumentadas 


enw. 


4 F(k.x)=0, соп К e Z*, esla ecuación que tiene como raíces a las raíces de F(x) =0 divididas por 

sj. (E) eo вк e 2°, es ta ecuación que iene como rakes a las rakes de FO) =0 multiplicadas 
por^k". 

ejemplo: ParalaecuaciónF() e 5x +6 = Ocuyasraicessons, = 2yx, = 3. 


эмизе cambiaremosxpor 1: 


Maen 


jeder 


Multiplicamos por x; 6x*-Sx«1-0 


Factorizando: (2х-103х-0=0 
De donde tenemos: xj =} y x= 


En efecto, las raices de F(2) - 0 son las recíprocas de FO) = 0. 


1. TEOREMADE DESCARTES: 
Frecuentemente llamado Regla de los signos de Descartes, está referido a la cantidad de raíces. 
positivas o negativas que puede tener una función polinomial F(x) de grado n > 2 con coeficientes 
reales: 

1.1) Elnúmero de raíces positivas dela ecuación F(x) = 0, será igual al número de variaciones 
de signos que presenten los coeficientes de Р(х), o es menor que esta cantidad en un 
número par. 

12) El número de raíces negativas dela ecuación F(x) =0, será igual al número de variaciones 
de signos que presenten los coeficientes de F(- x), o es menor que esta cantidad en un 
mümero par. 


Llamaremos variación de signos de los coeficientes de un polinomio ordenado en forma 


decreciente al paso de un coeficiente positivo, a un coeficiente negativo o viceversa. 


Ejemplo: Parala función F(x) ax + х? -4x +7. 
Variación de signos para Р(х): 


FO) =x ex ax +7 
UU 
Observa que existen dos variaciones, luego F(x) = 0 puede tener dos raíces positivas o 


ninguna (2-2 = 0). 
Variación de signos para F(x): 


Fx) CX) + C3) 473) 7 
Fede X sax +7. 
е] 


Iu) 


Observa que existen dos variaciones, luego F(x) = 0 puede tener dos raíces negativas o 
ninguna (2-2=0). 


AAA 58 ARA 
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0  . — AL GEA 


Finalmente considerando que: 


Número de raíces positivas. 
177 Número de raíces negativas. 
Im = Námerode raíces imaginarias 


Podemos construir un cuadro de posibilidades lógicas para las raíces de la ecuación, 
veamos: 


a CSE ERES 


: Para la función P) =x + x + 2 
Variación de signos de PO): 
[o 
Observa que no existe variación de signos, luego podemos asegurar que no existe raíz 
real positiva. 
Variación de signos de P: 


PCX3)js-x-x*2 


Observa que existe sólo una variación de signos, luego podemos asegurar que Р(х) 
tiene sólouna raíz negativa. 


п. TEOREMA DE GAUSS: 
Sea Р(х) una función polinomial de grado n > 2, con coeficientes enteros y término independiente 
distinto de cero. 


FQO e ag! cay cay + eras X g 


Six es una raíz racional de F(x) = 0, esta será de la forma: хо Ер „donde py q son primos entre si, 


de modo quep es un divisor del término independiente de x en F(x) y q es divisor del coeficiente. 
principal de FG). 


Ejemplo: ¿Cuántas raíces racionales tiene el polinomio P(x) s2x* x 2x + 1? 


De acuerdo con el teorema de existir una raíz racional esta será delaformax- È, 


donde p es un divisor de 1 у q es un divisor de 2. 
Ahora las posibles raíces racionalesserán: + 1 y +2, dando uso dela regla de Ruffini 


notamosque la única raíz racional es x = 1, veamos: 


مس س = ARI‏ 


team CALAPENSHKO 
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Р(х) tiene sólo una raíz racional 


IL TEOREMA DE BOLZANO: 
Consideremos una función polinomial F(x) de grado n 2 2 y de coeficientes reales. Si tenemos 
F(a). F(b) < 0, entonces existe al menos una raíz real de F(x)que pertenece al intervalo (a; b) o en. 
general un námero impar de raíces. 

Gráficamente: 
Figura (1) 


Figura (2) 
y 3x e (a; ЫР) = 


FQ)|- 


Ejemplo: Para F(x) = х? «2x —4seobserva que F(1) = — 1 у F(2) = 8, por lo que F(1).F(2)<0, 
luego por el teorema de Bolzano podemos decir que existe al menos una raíz real xy 


que perteneceal intervalo (1; 2) es decir: 1 < x, < 2 


EEEEEZEZEN 


El valor xg e (a; b) que interseca al eje x es un cero o raíz del polinomio F(x), en la 
práctica debemos buscar dos números reales a y b muy cercanos de modo que F(a) y F(b) 


sean de signos contrarios. 


B) Foe к" -x«4 


С) MOD ex! +x +10 
Ear 


= a 


E) RG) e e +4х-1 


D) моо 


Marca. verdadero (V) o falso (F) según. 
corresponda en cada caso: 


1. Toda función polinomíal es continua 
si) 
П. Toda función polinomial es 


monótona NO 
Ш. Existen funciones polinomiales que 
позоп continuas 05} 


Determine los ceros reales de cada 
polinomio 


Аро) ах2-4 
BE) +х-2 
jx cx ex 


DIHO) ex + 2x-3 


O60) 


E)MG)ex +х-2 


4. Determine el cuadro de posibilidades 


lógicas para las raíces en cada caso: 


APO) ex cx xcd 
B)FG)ex + ex-1 
QEN ex «1 
5) HG) sx" + x +1 


EMG ex" ex-t 


5 Determine los ceros racionales en сайа 


caso: 


Aral 
B) RO) ex*-x-2 

CQ) e SX + х*-2х +1 
D) MO) = 2x + x +2 


юмо) =“ 


6. Aplique el teorema de Bolzano en cada 


caso: 


NFO ex 
BGO ex 7 
OA kx -x4 
D)MG)ex +х-1 
ENG) =x +°-4 


|n 


» mr 
ШЕЕ е Шаш, 


Resolución: Se pide calcular: 


La función polinomial dada ез: 
рх) = 2? +4х®-5х+1 


Cambiando x perds 


2,4 
г) 
АРЫТА 


Multiplicando por x 
х?-5х®+4х+2»0 


 05SERVACIÓN: 


Para determinar el valor pedido se utiliza el teorema de Cardano — 
Viette (vercapítulo 11). 


PROBLEMA 2 Sea el polinomio Р(х) = 4x - 3x* + 2x — 1, Calcular A + B donde "i es la) 
С a E ааа аен 


3 ү «aue 


De acuerdo con el teorema de Cardano — Viette procedemos de la manera 
siguiente: 


PG) = 4x 3x + 0х? + 27-1 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 
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Resolución: De acuerdo con el teorema de Gauss. La raíz racional, de existir, presenta la 
siguente forma x, = Ё: donde: P=+1yq=+l 622 es decir: 


Ahora según la regla de Ruffini determinamos la raíz. 
0 Para 1 


Como el residuo obtenido es cero, diremos que x = = 1 es una raíz de РО). 
iD Para xy = 1 


Como el residuo es distinto de cero, x = 1 no es una raíz de РО). 


many- 


Como el residuo obtenido es cero, diremos que x = es una raíz de FG) 


Al G 


team CALAPENSHKO: 


iv) Para xo = 


Como resido es iio de ex == mo es una rtz de FO 


Finalmente podemos notar que el polinomio F(x) sólo tiene dos raíces racionales 


(ay) завер 


Resolución: Este problema lo resolveremos por dos métodos, veamos: 


1%) Segúnelteorema de Descartes: Р(х) ах? + x + 1 
No tiene variación de signos, por tanto P(x) = O no tiene raíces reales positivas. 
Pr e Cx) +1 
PCx)e-x) xl 
Tiene una variación de signo, por tanto podemos asegurar que P(x) = 0 tiene 
una raíz real negativa. 
Con lo cuál se concluye que x ? + x + 1 = O tiene sólo una raíz real, la cuál es 
negativa. 
2°) Por método gráfico: 
x'exele0 
al 


Supongamos que: f(x) = x °; h(x) = —х-—1. Graficando f yh tenemos: 


Como las gráficas defy h sólo se intersecan en un solo punto, afirmamos que la 
ecuación: f = h, tiene sólo una solución (raíz) real. 


P ==2 == GER 


team CALAPENSHKO 
SFONDO EDITORIAL ЖОРО: 
x $t — 


PROBLEMAS . ——À' =x оа? + x +3. Calcular, 


Resolución: — Dando uso de los teoremas de la transformación de raíces procedemos de la 
manera siguiente: 


FO) = x'-2€ «x3 
0 Cambiamos x por x + 1, pues de este modo todas las raíces de Р(х) = 0 
disminuye en 1. 


р(х +1) = &*D'-26:€1^ (x+1)+3 

р(х +1) = x + 4 + 6Ê + 4x e1- 2 -ax-2 4x 1463 
Ба) ex ea ca exea 

#+ад+ад+х+3=0 


Ahoraa-1,D-1,c-1 y d-1 son las raíces dela ecuació; 


ii) Ahora cambiamos x por +, pues de este modo todas las raíces nuevas son 


QJ «9 «Qi 


1,4,4.1 
euo 


Multiplicando por x“ tenemos : 


3x +x +42 +4х+1=0 


Con lo cuál las raíces de ема ecuación son Û, LL, сїт, т-ту por el 


teorema de Cardano - Viette: 


PROBLEMAS. Con respecto ala función F(x) = x + х 1. ¿Cuál de las siguientes proposiciones: 
І Tienedosraícesracionales. 
JL Tiere una ratz irracional positiva. 
Ш. Tiene una raíz írracional negativa. j E 


team CALAPENSHKO 


CHEND —NEmm 8 = 


FROBLEMA 7 


Resolución: 


PROBLEMA 8 


Resolución: 


Para resolver este problema utilizaremos los tres teoremas adicionales: 
15) Por Descartes fácilmente notamos que Р(х) tiene una raíz real negativa. 
27) Por Gauss notamos que no existe raiz racional, por tanto la raíz real negativa 
tiene que ser irracional. 
3*) Por Bolzano notamos que la raíz irracional negativa pertenece al intervalo 
(10). 
La proposición Ш es verdadera. 


Sia, bye son raices de la función F(x) = x'-7x +1. Calcular: a + b? «c^ 


De acuerdo con el teorema de Cardano - Vietre, se cumple: 
a+b+e=0 ^ abc 


Pee 


Se pide: E 


Recordarquesi m + n+ p =0 = m+n" +p 
Ennuesrocaso: Е = 3 (abc) 
Finalmente: E-3(-1) 

= E=-3 


Determine la suma de los coeficientes del polinomio mónico de menor grado cuya 
gráficaes: 
У 


Como F(x) es mónico, todos sus coeficientes son enteros siendo el principal igual a 
uno. Dela gráfica: 


FO = (x + 3)(x + 1)(х-2)(х—5)(х-7)* 
Observa que el menor grado que asume F(x) ез 6, finalmente tenemos: 


FG)» (х + 3)(х + 1)(х—2)(х-5)(х-7)* 
Hadendox-1:  F()-(900C- D-9- 9^ 
2 ра)=1152 
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Resolución: 


PROBLEMA 10 


FONDO EDITORIAL КОРО: 


Sea el polinomio PO) = x? + 2-4. SiP(«) = P) = P(c) = 0. Calcular 


seanula cuando: 


4) 


Con (1): а+Ь+с=-2 
(a+b +c «(2 
a? «b ect e 2b sace bo) =4 
esero 


De donde obtenemos: 3 +b + =4 
Ahora en "E" tenemos: 
a 
к-[)-нь» 
шшш ын: 
р(х) нх? «2x? -4 


Р) = (1)? «20 -4 
[2E] 


La gráfica dela función polinómica F(x), es la que se muestra a continuación: 


Siel grado de F(x) es cinco. Determine el término constante de F(x), además: 
F(3) =-640. 


team CALAPENSHKO: 


Resolución: Si"a" es el coeficiente principal de F(X) según la gráfica se tendrá: 
ЕО) та (x + DD 6-2) 


Porcondición tenemos: 
FG) - -640 

"Еп FO) hacemos х = 3: 
F(3) =a (0 2) 0) 
—640 = a (16) (4) 


twitter.com/calapenshko 


F()s- 106 Dx- (6-2) 
Debemos recordar que: 
F(0) = Término constante en F(x) 
F(0) =100 C3 (C2) 
^ F(0)=20 


тазарт: 


PROBLEMA 11 Simeones dela función F9 = x UM Я 


O TR 


Resolución: De acuerdo con la teoría si x, es un cero de РО), se debe cumplir que РО) = 0, 


estoes: 


ops. 0 
x 00-50 -1=0 
xî p-1) = sf -D 
x 9-1) = 50 05-1) 
Como xg 1, tenemos: 
xg =5(x +1 
Finalmente conseguimos: 


в_500+0 
Cx 


s E-S 


AA A ҮЙ ыс: IIS 
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Resolución: — Six, x, x, son las raíces de F(X),porcondición se plantea lo siguiente: 
XQ = k.x 2k xy = 6k 
Porel teorema de Cardano- Viette se debe cumplirla siguiente relación: 


nent 
9 
ko 2k+ók=-2 


9 
*- 3 


Resolución: De acuerdo con el teorema de Cardano = Viette podemos plantear las siguientes 
relaciones: X X +X 70 xa exa exeo y xy =6 
Como x, + x, + х = 0, la expresión solicitada se puede reescribir de la forma 
siguiente: EA + хуху(—ху)* 

Exa + Xa жу" 
yx Gd ex? +x) 
Por propiedad (ver problema 7) 

E= ux) Gx Ir 

Finalmente al reemplazar xXx = 6, tenemos: 

E=36 - 3 06) 

E-108 


эд -х®+2=0 
Por el teorema de Cardano — AC e RE 


es 00:00:00 


wi‏ س 
4 
vie‏ 
ај‏ 
Su‏ 


ux dun GG MOE 


+2012. = Esos 


pr 
veg 


Resolución: De acuerdo con el teorema de la paridad de raíces irracionales decimos que si una 
raizes: 3- VZ „otraraízdeberáser 3+ VŽ. 


MU RR И ассан 4 


FROBLEMA 16 


рог reconstrucción de una ecuación cuadrática en x de raíces 3&2 y 3-42, 


tenemos la ecuación x -6x + 7 = 0. 


 Ahorasegiünla teoría F(x) + 02-—6х + 7) debe ser una división exacta. 
Aplicando el método de Horner: 


Enla columna del residuo: 
28-7(2+6)=0 
28=7(а+6) 
4-346 c a--2 


1=-3 


Sea PO) un polinomio de coeficientes racionales tales que: 

L 2+ J3 esunaralzsimple. 

1l. 3+ V5 esuna raiz doble. 

MIL Si 1 + 2iesunaraíz triple. 

ту 2 - 3 esunaraízsimple. 

¿cuál esel grado mínimo de P(x)? у М û ву M3 10601 


Teniendo en cuenta que los coeficientes de PGO son números racionales analizare- 
mos cuidadosamente la presencia de las raíces dadas. 
L Si 2+ 3 esunaraíz simple, otraraízsimpleserá 2 3 — el gradoserá2. 
IL. Si 3+ VS esunarafzdoble,otraraizdobleserá 3-5 — -»elgradoserá4. 
ш. 511 + 2iesuna rafztriple, otra rafz triple seré 1-2. — =elgradoserá6. 
N Siy2- 43 esunaraizsimple, también serán raíces simples: /2+/3,-у2+ V3 

y 12-83 =elgradoserás. 
Finalmente podemos observar queel grado mínimo de P(x) viene dado por la suma 
detodos los grados obtenidos, esto es: 

2 PP=2+4+6+4=16 


tea NSHKO 


ا 


PROBLEMA 17 


Resolución: 


PROBLEMA 18 


Resolución: 


Sean xy, x, y x las raices de la ecuación: x'-5x + 12 = 0. Calcular: 


Se pide calcular: 
EAN 

x-2 XS 

La ecuación dada es: ?-5х+12=0 


Comox,esunamír хд -5х,+12=0 


x +2=5(х,-2) 


Forel teorema de Cardano = Viette: 
хз Xa EX 
xam =-12 


Finalmente tenemos: 


5 
Rex 
65 

Pu 


Determine el valor de n", de modo que una de las raíces dela función: 
Р(х) ex -52x- n = Osea el triple dela otra. 
Sean x, x, y ху lasraíces de la función polinomial, luego por condición: 
x =a, х= За y x =b 
Porel teorema de Cardano - Viette: 
x +X +X =0 «за+3а+Ь= 


: b=-4a 


эх, + XX Xa = —52 еэ За + ab + Sab 


Reemplazando (1) en (2): За? +4а(-4а) =-52 
за?-16а2=-52 
190% ==52 


4 
De donde podemos observar que: а=2уа=-2 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 19 


Resolución: 


PROBLEMA 20 


жоро Йо сел А 


еп (1): = —8В, conlocual las raíces dela función serían: 


Sia- 


Por Cardano - Viette: 
xxx =n een 


n-96 
5їа = -2 en (1):b = 8, conlocual las raíces dela función serían: 
x =-2, x=-6yx,=8 


Por Cardano - Viette: 
LEN e» п=-хухуху 
п=-96 


n=96 v n=-96 


Mostrar el cuadro de posibilidades lógicas para las raíces de la siguiente función; 
Ela +x +х-1 


De acuerdo con la teoría procedemos de la manera siguiente: 


Variación de signos para FQ): 


[EI 


VOI 


s 
2 

Observa que el deaice positivas = г Za 
ES 1 


Variación de signos para Р(х): 
FCxX)«-x a 1 
Como no existe variación de signos, se afirma que la función F(x) no tiene raíz real 


negativa. 
Finalmente el cuadro de posibilidades lógicas será: 


5 o 
3 o 
1 о 


Cuál esel menor valor entero que asume “ш de modo que la función: 


FG) =х°+ Gm) + (4-3m) х2 + (4—m)x — 4m presente una raíz mayor que 2. 


EPA THO ышт = 


Resolución: 


PROBLEMA 21 


Resolución: 


PROBLEMA 22 


lución: 


Factorizandola regla polinomial según el criterio del aspa doble especial: 
FG = х°+ (3 + (4-3m)x + (4-4m)x- 4m. 


pd 
x (2-m)x - 


FG)» G^ + x+ 2)  (2- m)x-2m] 
Dando uso del aspa simple tenemos: 


Ahora tenemos: 


FG)» G^ x2) (x + 2) (xm) 


Fácilmente notamos que x? + x + 2 = О no admite raíces reales, por tanto aquí no 
seencuentrala raíz que menciona el problema, las raíces reales son x = = 2; x = m. 
Por condición se plantea: m > 2 


7 Miminimoeneero) = 3 


cuins EE AES 0-02-37 


De acuerdo con el teorema de Gauss notamos que FG) no tiene raíz racional, por 
ser GO de grado impar tendrá al menos una raíz real y esta deberá ser irracional. 
Porel teorema de Descartes: 

FO) = 2-2-3 

FO) = -x-3 
FO) tiene una variación de signo, luego Р(х) tiene una гай. real positiva. 
F(-3) no tiene variación de signo, luego Р(х) no tiene raíz real negativa. 
Por lo tanto se concluye que la única raíz real positiva que tiene la función es 
irracional. 

N"de raicesirracionales = 1 


Sta pala cd peremit mónico y de grado mínimo. 
que verificalas condiciones: P(- 1) = Р(2 + D = PC + 20 =0, 


+iesunaralz simple, x = 2-i seré otra raíz simple. 
* Lacuadráticaen xde raíces 2+iy2-ies:x-4x+5=0 


mc] 


x =1 + 2iesunaralz simple, x = 12î serê otra raiz simple. 


+ Lacuadrática en x deraices 1 + 2i y 1-2iesX!- 2x 5 =| 
Ahora fácilmente podemos notar que el polinomio P(x) que satisface las 
condiciones del problema es: 


PO) = (x + 1 -4x +S) GP - 2x 8) 


ра) = (2° (1-4 +5) (1-2 + 5) = (8)(2)(4) 
РО) = 64 


PROBLEMA 23 | Determineel menor valor que asume К, de modo que la gráfica de la función: 
FO) mAd + Sx Haca tangente al фе de bicis. t 


Resolución: Fácilmente podemos reconocer que si la gráfica de la función F(x) es tangente al 
ejede abscisas, FG tiene raíces iguales, 


Ahora la función: F(x) = 4x7 + 3x +K debe verificar la siguiente condición: 
4= (37-400) =0 e» 16-9 =0 


(Ak +3)(4k-3)=0 <> К 


= E menor valor de kes -$ 


PROBLEMA 24 Considere la función polinomial FQ) жэ” R] 
FO) = O tiene una sola raiz real e igual a“. Determine el producto de todas las 
= raices imaginarias. ај 


Resolución: Supongamos que x, = b es la única raíz real; luego x, xs. y Xy, son las 


raíces imaginarias. 
Porel teorema de Cardano - Vierte se plantea: 
LU d 


D 
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PROBLEMA 25  Sibiendoquea < b < c. Resolver el sistema de ecuaciones: 


Resolución: 


PROBLEMA 26 


Resolución: 


arbre=ó (0) 
A (Dl 
abe=6 


Indicar como respuestaza + bî +c? 


Supongamos que a, by cson las raíces de una cúbica en x, luego la ecuación sera: 


?-(а+Ь+ xî + (ab + ас + be)x- abe - 0 
Ahora con las ecuaciones del sistema: 


0-6 + 11x-6 =0 
Factorizando al polinomio cúbico según el criterio de los divisores binómicos. 
tenemos: 
(x-0-20-3) =0 
De donde las raíces son: 1; 
Porcondición del problema; 
a=lb=2yc0=3 
Finalmente tenemos: 


2+3 + 17س ++ 


al + + = 2 
Six, es raíz de la ecuación х? + 18x —29 = 0. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones 


es correcta? 


Lese) aei) o afa) 


Sea Р(х) = х3 + 18x — 29, de acuerdo con el teorema de Bolzano analizaremos 
los extremos de cada intervalo citado. 


касага (3) eta 


ДЕ) 


Es evidente que еп: 


n 
B =15 
g rnm 


а) ене 


la i ааа ملست‎ (3) 


FROBLEMA 27  Scanx, x, yx, raices de la ecuación cúbica: %—5x + 7 = 0, Calcular; 


Er 


Resolución:  Porelteorema de Cardano - Viette podemos plantear: 
эж + 0; + лу XS 


Se pide calcular; 
Бехар +a 
Por propiedad tenemos: 
E50, xax) + ао) 
Ee-5(-D(C5) 
s Е=-175 


PROBLEMA 28... Determine el valor de verdad delas siguientes proposiciones: 
1. Sea POD un polinomio definido еп R, si una ralz es 2— V7 entonces otra raíz 


será necesariamente 2 + V7 . s 
IL Un polinomio Р(х) de quinto grado definido en R puede tener exactamente 
dos raíces reales. КЕ А) 


Ш. El polinomo P(x) = Gc 4)(х + 2) estangente aleje xen x = -2. +. 


Resolución: 1. FALSO (F). Pues esto se cumplirá si los coeficientes de P(X) son 
racionales y aquí nos dicen que P(x) está definido en R, ев 


decir los coeficientes podrán ser cualesquiera números 
reales. 


1. FALSO Pues si un polinomio está definido en R, de presentar 
races imaginarias, la cantidad de estas deberán ser par y 


aquíse entiende que P() tiene tres raíces imaginarias. 


en s rin e 
Ш. VERDADERO (V). Р(х) = (-4)(x+ 2) 


РО) = (x-2 + 2) 
En efecto. 2 es una raíz de multiplicidad par, aquí la 
gráfica de P(x) es tangente aleje de abscsas. 


PROBLEMA 29 Determine ab, si xy = 1 es un cero doble del polinomio: n 
сы: ко) ш”! ыш, В 


niae АШЫРУНЫ `j 


Resolución: — gi, = 1 es un cero doble de F(x), (x - 1)? es un factor de Р(х). Ahora podemos 


establecer que la siguiente división: 
ах! 19 1ے‎ ax 1ے ر ر‎ 
[2j xT 
Por propiedad de división exacta podemos cambiar el orden del dividendo у 
divisor, veamos: 


es exacta; 


1e petto y ato 
1225-х 


Ahora por el método de Horner tenemos: 


En lascolumnas del residuo: 
a-2010=0 A b-2009 + 4020 = 0 
a=2010 ^ b--2011 
a-b=4021 


 0SSERVACIÓN: 


El problema anterior también se puede resolver aplicando criterios 
de derivadas, pero esto lo dejamos para más adelante (ver capítulo 


Límites y Derivadas). 


Resolución: De acuerdo con la condición del problema podemos observar que el polinomio 
PO) es: 


Род ях + 9)0c-3)8-5)06-7) 
Ahorareemplazamosxpor2|x + 7| + 1, tenemos: 
P(2|x+7|+1)=(2|x +7|+10)(2|х +7|-2)(2|х + 7| — 4)(2|х 71-6) 


Por condición se plantea: 
= @|х+7|+ 10)(2|х +7|-2)(2|х +71- 9]x*7]-6 =0 
` Esevidente que (2|x + 7| + 10) #0, luego solo se cumple: 
ОО dlxe7|-2-0 ; 2|x47]-4-0 ; 2|x«7|-6-0 
Ікара : [х+]=2;  |x+7|=3 
X= 10x47 =1; xt 72234722; х+7=Зул+7=-3 
х=-бух=-8 ix--Svx--9 ¡x= v xe-10 
+ Eralces=-42 


t 


Enlaecuacién: %-7x + à = 0. Determinar Ê 
el valor de. tal que una de sus raíces sea el 
doble dela otra. 
А2 B3 o4 
D)6 57 
Sean: a; b; c, raíces de la ecuación: 

Pad + 2x 44-0 
Calcular: 

n 

As 9-5 0-4 
D)-7 52 
Silas raíces de la ecuación 

х + mî + nx +p =0 
son:- 1; 1;2.caleular mnp- 
A-4 9-2 ©з > 
D)2 B4 
Halle la suma de los cuadrados de las raices 
dela ecuación: 

dad 6=0 
А16 m4 ом 
06 5 

D 


¿Cuáles el orden de multiplicidad de la raíz 
dos para el polinomio: 


р(х) = x*-6x* + 1102 - 12x +87 


A1 
0)4 


82 оз 


Bs 


ia; byc;sonlasraícesdela ecuación: 


7-8Ê -5х+4=0 


Hallar elvalorde: E а + b7" e? 
2 s 3 
nj юз oi 
4 5 
mi CH 


Determinara; bycde modo que: 
(x-1) (4-2) (x +1); sea un factor de: 


Xx + 2~ sé) cad + bx + e 


Indicar: 2a-b + e 
A) 1)28 €)36 
D)38 E42 
Resolver la ecuación: х?- 9x? 423x- 18 = 0 


Si una de sus raíces es la semísuma de las 
otras dos. Indicar la mayor raíz menos la 
menor raíz. 


m1 
04 


DE oj 


Ds 
Dos de las raíces de la ecuación: 
5-13 + px + q =0 


son2y3.Calcular: p + q.. 


A16 
р)во 


в)36 


10. Enlaecuación: 3x? = 2-5х. 1 

Siza; b; c, son susraíces. 

=a ++ 

A 92 оз 

D4 B6 
T Formar la ecuación de grado mínimo con 

coeficientes enteros que admita como 

16. 

rakasa: 1 3i y 2-431 

ух! 6-18 26:21 =0 

вух? бх? - 18% 26x + 21 =0 

Ox б + 18 + 26x + 21 =0 

D)x* + 6х + 18 -26x + 21 =0 

E)x- 6x + 18x - 26x + 21 =0 5 
12. Sabiendo que una raíz de: 

PG) = x" + mé + 11% + 6, es: =2 

Entonces la suma de los cuadrados de las 

raices restanteses: 

N14 510 С 

0)24 8036 1 
13. Encontrar un polinomio de coeficientes 

enteros de mínimo grado que acepta como 

raíz a J5 + V3. Indicar como respuesta la 

suma de sus coeficientes: 

A)86 D-4 ©)-151 

D) 120 E96 

LI 

14. Efi la ecuación: x? + ax? + bx + c = 0. Si 

una de las raíces es negativa de la otra, se 

cumple que: 

A )-4ac  B)b2«4ac Cab 


D) Elb=ac 


Sabiendo que: Y3 у 1— 2i, son raíces del 


polinomio: PG) = x* - x + 8X! -9x- 15. 
la suma de los cuadrados de las raíces 
restantes es: 


A4 
Ds 


DE o1 


86 

Hallar un valor entero de "m" de manera 
quelas raíces dela ecuación: 

x + (m+ Dm =0, 


Están en progresión aritmética. 


A-2 
р)4 


92 g1 


DE 


Si las raíces де: РО) = x? + 7x? - kx = 27 
están en progresión geométrica; determinar. 
КЕЗ 


A10 
D)-17 


в)17 


Dra + bx +7 =0 


Para que una de sus raíces sea: 

тай AZ ay be0 

^2 BS os 
D)-8 E-5 


5Е2 + i, esuna raiz doble de: 


X ах + + ск + dx + 25 = 0 


Hallar:a + b+ e+ d + e;a;b;c;dje eR 
A17 B)18 0-17 
D)-18 E19 


30. Seanlospolinomios: 
Род: El polinomio de menor grado con 
coeficientes racionales que tiene a V3 y a 
1+i; comoraíces simples. 

Q(x): El polinomio de menor grado con 
coeficientes reales que tiene a 3 ya 1 + i 
como raices simples. 

Luego podemos decir que: 


A) Grado (P) = Grado (Q) 
B) Grado (Р) = 3 
C) Grado (P) = 4 
D) Grado (P) < Grado (Q) 
E) Grado (P) > Grado (0) 
21, Encontrar un polinomio Р(х) cuyas raíces. 


sean las de: Р(х) = х? + х — 10; aumenta- 
dasendos. 


Ax + 602-13-20 
вух? - 60 + 13х-20 
O28 «2-1 

D)x'-6x -13x-20 
E)? + 6x  13x-20 


22 Si: “m” y 4/5; son las raíces de la ecuación: 


axî bx + c= 0; a+ O; formar otra ecuación 
de segundo grado cuyas raíces sean: 


7 
3 


A) e (3b+4e)x- (2+2b-30) =0;c20 
B) cx (4c-3b)x- (9a-6b+4e) = 0;с*0 
C) cx - (bc) - (За+2+50) = 0;с20 
Djax- (Sb-3e)x- (a--4b-3c) =! 


T 


E) eX (Sb+o)x- (a-b+ =0;0x0 


23. Encontrar la ecuación cuyas raices sean las 
dela ecuación: 


a+ 204 10 
Disminuidas en uno. 


A - Sx 7X +x-1=0 
Didi 1=0 
Суб + 5x + 7 + 3-1 =0 
D) + 5x +7 es +1 =0 
Dx 1 0 


24. Para transformarla ecuación: 
20 + 12 +5х+7=0. 


en otra que no posea término cuadrático, x 


 debereemplazarse por: 
Nx-1 в)х-2 Ox-3 
D)x-4 Юх-5 


25. Hallar la ecuación cuyas raíces sean los 
cuadrados de las raíces de: 
xx +2 +x+1=0 
Dar como respuesta la suma de sus coefi- 


cientes. 
A13 в)12 оп 
D)10 59 


28, Sealafunción: 100 = ¡Lp 


?-зх-1 le raíces a; 
5 = F(a) + FO) + (©) 


E вуз © 


ГА 


Ку +3 +sy+5 =0 
в)у?-зу*-5у-5=0 

Oy -3y «sy-5-0 
D)y r3y'-Sy-5-0 
By e3/ +5зу-5=0 


28, ¿Cuántasraíces reales tiene la ecuación: 
x -27«- 50 = 0? 


Ao Dr o2 
ШЕ B4 


29. ¿Cuántas raíces imaginarias tiene la 
2-50 + 6х-6=07 


No 91 CH 
DE D4 


30. Si*a"esraíz de la ecuación: 


x" + 3x15 =0 
¿Cuál de las siguientes afirmaciones es 
correcta? 


ÁLGEBRA 


"a" esraía dela ecuación: 
х? +18х-29=0 
¿Cuál de las siguientes afirmaciones es 


A 
madio) 
з 


э eed) 
o 9 


mea) me 


De la ecuación: x^ + x — 10 = 0; podemos 
afirmar que en el intervalo (1; 2): 


А) Existen dos soluciones reales. 
B) No existen soluciones. 

C) Existen cinco soluciones reales, 
D) Existen tres soluciones reales. 
E) Existe una solución real. 


Seacl polinomio: x - 3x + 5. 

Indicar sies verdadero o falso. 

‘Slo lene una raiz real positiva. 

Tiene dos raices imaginarias. 

I. Tieneuna raiz comprendida entre (-2;1) 


AvW BVV — OVrF 
БУРУУ E)FFF 


Construir un polinomio con coeficientes 


racionales de grado mínimo que tenga como 
raíces 2; 1-48 y 2i 


Ay ax ax! Вх -32x +32 

B)x + 4х? -A + Bx -32x-32 
C) -axf Ax + Вх? + 32x-32 
D)x ax* + ax! x! - 32x 32 
E) Ninguna delas anteriores. 
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35 Seaelpolinomio: 


рх) = x'-4xX + Sx 2x2 
Entonces una de las posibilidades de las. 
raíces segin la regla de Descartes es: 


A) З raíces positivas; 1 negativa. 
B) 2raíces positivas; 1 negativa; 1 imaginaria. 
C) 2 imaginarias; 2 reales positivas. 

D) 2raices negativas y 2 positivas. 

E) Ninguna. 


36. Indicar el cuadro correcto de posibilidades. 


del polinomio: PO) = xta +27 +9 
Respectoa susraíces 


ee ps 


E) Ninguna de las. 
anteriores. 


37. Dadoelpolinomio: 
р(х) = a ax + b + aj 
Indicar el coeficiente “b” de tal modo que -1 
sea una raíz múltiple en orden no inferior a 
dos. 


b)*=0:ab #0 
ia|» Ib], calcular el valor de la suma de 
las cuartas potencias delas raíces. 


Ai2ab — B)4ab Ова 
D)16ab E)32ab 


'entoncesindicar el valor de verdad de: 
L Ро) = 0 депе dos raíces reales del 


mísmosigno. 
IL р(х) = 0 tiene dos raíces reales de 
diferente signo y 4 raíces imaginarias. 


Ш.5ї x, x; son raíces reales de Р(Х) = 0, 


Sea РО = (x + 2)" (x + 1)" x(x + 3), de 
grado 8 y suma de coeficientes 108 (a > 0), 
cuya gráfica se muestra a continuación. 

y 


Luegoesciertoque 
Ab+etd=7 В) +e=7 
©а<ь 

0)4<а Bbec 


41. Sea Р(х) = (х- D? (x + 2 (x + 3)* cuya 
gráfica toca al eje x, tres veces; entonces 
P([x]) tocaalejex: 


A)3veces 
D) 5 veces 


B)2veces — C)4veces 
E) 6veces 


42. Dadala gráfica dela función P(x): 
y 


Delas raíces de P(1 - |x|) podemos afirmar 
que: 


А) Son cuatro, 2 positivas y 2 negativas. 
B) Todas son positivas. 

C) Son ocho, 4 positivas y 4 negativas. 

D) Son seis, tres positivas y tres negativas. 
E) Todasson negativas. 


43. Dada la función Р(х) = 486 + 3x – 32. 
Indique el valor de verdad de las proposi- 
clones: 


L PO) es creciente en R 


п. PO tiene un cero en ( 


Ш. Р(х) tiene dos raíces imaginarias. 
mat) 


B)vw 


44. Sea: РОО) = (x+1) (x-1) (x-3) (ax ^ +bx+e) 
de grado cinco; a, b, c e В y su gráfica es 


como se muestra: 
y 


УРО) 


Determine el grado de validez de las propo- 

siciones: 

L El discriminante de la expresión cuadrá- 
tica de Pes negativo < › 

п.а>о pr (1) 

TILP tiene dos raíces imaginarias 


) 


AFFF 
Dvw 


D сууу 


БУРР 


4S. Six, x; xy son raícés dela función: 
PG) тх? + 2x — 1. Determine el resto de 
diviti Гр) -Pha xz! + x3')]+ -m 


Ajo 51 ©- 


1 
»3 юз 


4& Sia,b,cson raícesdela ecuación: 
(&-06-2(&-3 + x =0 


Ae GS GR 


A3 »6 09 
Bis 


AA 
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4T. ¿Cuál es la gráfica que corresponde 
aproximadamente al polinomio: 


PO) =x 6 + 11х-6? 


№ 
в) 7 
zd se 
o 
Zi 
о | 
5 y 
TAL 


o MATEMATICAS d 


48. Six, X, X son las raíces de la ecuación: 


PG) =x 5 (ám 9)x4237-4m 
Calcular m, sabiendo que: 


49. Sia, b,cson raícesdela ecuación: 


X! -3x-1 = 0. Calcular. 


n as E] 
ох БЕЗ os 

29 p 3i 
235 БЕП 


50. Six, x; y xy son las races de la ecuación: 


20 - 2x 3 = 0, Calcular: 


uenis Rue eid. — 
A ds des 


1 
DE в) 


1 
0-3 


1 
D E) =1 


logyx=y e b'-x 


El uso sistemático de los logaritmos fue 
introducido el segundo decenio del siglo XVII por Henry 
Briggs y John Napier (o Neper de ahí el nombre de 
neperianos dado а los logaritmos naturales, mientras que 
los decimales se llaman a veces de Brig). como 
antecedente de los logaritmos podemos mencionar el 
“compás geométrico y militar” de Galileo Galilei, que era 
una rudimentaria regla de cálculo. 


JOHN NAPIER 


Neper, matemático escocés (1 550 — 1 617) nacido en Merchiston Castle, cerca 
de Edimburgo. Se educó en St. Andrews y amplió sus estudios en los Países Bajos, Francia e 
Italia. 


Se destacó por su teoría de los logaritmos, método que reemplazó a las laboriosas 
operaciones aritméticas de las que había dependido hasta entonces la resolución de los más 
sencillos problemas trigonométricos. Sobre este tema escribió dos tratados (uno de ellos sus 
tablas, en 1 614), tomando como base de los logaritmos el llamado "número de Neper". 


Se dedicó también a cuestiones de trigonometria esférica: las fórmulas conocidas 
con el nombre del matemático dan la expresión de los ángulos de un triángulo esférico, en 
función de la amplitud de los lados y se pueden calcular por medio de logaritmos. 


Escribió también un tratado teológico (1 593). en el años 1 615 escribió su última 
obra, donde dio a conocer sus procedimientos de multiplicación y división abreviados, que 
implicaban el uso de los bastones de Neper, antecesores de las modernas máquinas de 
calcular. 


Ss FEE 515] 


team GALAPENSHKO. 


logaritmo de un número positivo “N” en una base "b" positiva y distinta de la unidad 
сото el exponente “a” que debe afectar a dicha base para obtener una potencia igual al número 
dado inicialmente. 


Representación: 
logs]... 
Donde: log = operador de la logaritmación 
N = número propuesto / N > 0 
b = base del logaritmo / b > 0 ; b= 1 
a = logarimo/a e R 


DE LA DEFINICIÓN: 


logyN=a < | DEEN | m 


+ dogBex e> 28 
x-3 


+ dogxe2 e» Sex 


х=25 


TEOREMA: Reemplazando (1) en (2): 


m 


gen ig 


eo aptae 


-5 e х-4=5 
x-9 


PROPIEDADES GENERALES: 


1 Vb»0;bel 1085120, 


2) vb-0;bel 


Y DESERVACIÓN 


En R no existe el logaritmo para números negativos. 


- 0,020) ¡Noexiseenzr — fWitter.com/calapenshko 


PROPIEDADES OPERATIVAS 
1) YM,N>0;beR'-() 


2) VM, N> 0;beR*-{1) 


з) VM>0;neR;beR*-{1} 


4) VM»0neR-(0;beR'-(1) 


Jg Me los M 
Considerando а existencia de los logaritmos en R, tenemos: 


. 
нуз. 


Paoa Li 


CASOS ESPECIALES: 


a 


Un sistema de logaritmos se genera al asumir el parámetro "b" un valor determinado, como: 
b > O; be 1 es fácil apreciar que existen infinitos sistemas de logaritmos, siendo los usuales los 
siguien 


ioo z O reinar e 
SISTEMA DE LOGARITMOS NATURALES: También llamado sistema de logaritmos neperianos. 
o hiperbdlicos, aquf la base eel múmer inconmensurable e шуо valor aproximado ex 27182 


logN-InN; N»0 | 


SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMALES: También llamado sistema de logaritmos vulgares o 
logaritmo de Briggs, aquí la base es el múmero 10. 


logs N=logN; N> 0 
DESISTIR 


1) De logaritmo natural a decimal 


logN - 0,4343. InN ; N > 0 


2) De logaritmo decimal a natural 


InN = 2,3026. logN ; №20 


CAMBIO DE BASE: 
Dado un logaritmo en base "b" se le podrá representar en base "m" según la relación: 


Donde N > O^ {mb} c R*- (1) 


+ top e toga YET 


CASO ESPECIAL: v (a,b) c R* - (1) 


- log,18= 


team CALAPENSHKO 


REGLA DE LA CADENA: Asumiendo la existencia de cada uno de los factores en el conjunto R, 


se cumple: 
Jogya log lag, t log, 


+ dog,S.log,7 108,8 log, 
log, 7 -31og,2 
-3.1-3 


PROPIEDAD ADICIONAL: V a,b, се R^ /b #1 


Analizaremos cada uno de los casos frecuentes, veamos: 
17 Саво: logyx=a 


Secumple: х>0лЬ> 0,641 


Se plantea: b" =x 
"Caso: — log x =log,y 


Se cumple: x>0,y>04b>0,b+1 


Se plantea: x=y 
3" Саво: Mea 
Se cumple: 


Se plantea: 


 Analizaremos cada uno de los casos existentes, veamos: 


bsb xy 


ЪЪ эх<у 


sb axsy 


Mop эхгу 


Siendo «be lax» 0Ay»0 


log x «log, y = x 2y 
i dnxregyoisy 


1'Caso: — SiendoQ <b <1 
ВЫ xy 
Ъ Ы s xey 
2" Саво: — Siendob>1 
b < xey 
b'»b'x»y 
NECUACIONES LOGARÍTMICAS 
Analizaremos cada uno de los casos existentes, veamos: 
1° Caso: 
lg xelg,yox2y i 
log,x»log, y = x «y 
2* Caso: 


Siendo b > 1۸x > O^y >0 
log,x<logyy =x<y i — lgxélogy-xsy 


log, x> log y = x> y log, x> logy =x 2y 


"Teniendo en cuenta que: 
Se define el cologaritmo del número “N” en la base "b" de la manera siguiente: 


»0^b»0 bel 


colog, N - -log, N = log, al 


ICE TER 


‘También llamado exponencial, considerando que N e R ^ b > 0, b « 1. Se define el 
antilogaritmo del número “М” en la base "b" de la manera siguiente: 


16 + ceps C2-3*- 


+ antilog¿4= 


ole 


RELACIÓN ENTRE OPERADORES: 
Teniendo en cuenta que (x; b) c R* / b + 1 se cumple: 


1) antilog dog, x) =х 3) log,(antilog, x) =X 


2) amilogcologx)sx" 9) colog,(antilog, X) «x 


Siendo "b" un número positivo distinto de la unidad. 


Е:Ё-› Ё/у = FO) exp G2 =D” | 


Donde: Dy =R л у=(0;%) 
ANÁLISIS DE LA GRÁFICA: 
1) Fiy-F)- D"; 0<Ь<1 2 
d y 
Н 1 


^ == 519 


Sy veservación 


La función exponencial es monótona e inyectiva por lo último se afirma que dicha función 
admite inversa. 


Siendo "b" un número positivo distinto de la unidad 
Donde: D¿=R'=(0;%) ^ Rp=R 
ANÁLISIS DE LA GRÁFICA: 


1) Fiy-FO)-log x; 0<b<1 2) F:y-Fü) «log x; b>1 


Dada la función: y = f(x) = s^ + 2. Determine su rango: 


Deacuerdo con la teoría: 
PIO vxeR. 
'Sumando dos a ambos miembros: 


mt 2>02 
y>2 
2 Ran(D =(2;ж) 


AE 


team CALAPENSHKO: 


ALGEBRA 


вв эвју=қа)= 45% 


81у 9) = 25"! 
Determine el punto de intersección de las gráficas de F у б. 


Resolución: De acuerdo con la teoría: 
[Os] 


Ahora para la ordenada: 


y-F-2-45 253. 


Ejemplo 3: Determine el dominio de la función cuya regla de correspondencia es: 


pud 


x» 
3x 


Resolución: Ое acuerdo con la condición de existencia se establece lo siguiente: 


team САГАРЕМЅНКО 


Ejemplo 4: 


Esbozar la gráfica de la función real de variable real F, cuya regla де 
correspondencia es: 
у= FG) --log-x-3) 


Construimos la gráfica de F a partir de la gráfica de funciones básicas: 


Desplazando 3 unidades a la derecha: 


E y=log (x-3) 


Simetría con respecto al eje y: 
y=log Cx-3) 


Оюу? = 
D) log 77% - 
Egg = 


Coloca en cada recuadro el signo de 
relación (>; < ; =) que corresponde. 
Алоо [ 7] lost 

D loga V3 [C] longs 

©) logs S С) 108,7 
уе [C] wsx 


E) 10801 [__] 1080,01 


Calcular xen cada caso. 
A) log, 4e 2 

B) logy(2x - 7-1 
©) log,(x+2)=2 
D)log x x -i 


E) log, E =F 


Reducir en cada caso. 

Алов x log, нов, x; xe B (1) 
Blog x? Hog, x logos x e) 
ORS „дн ton 
D)log1- log10 + log100 

вузе? , gon? _ gle 


A) log, o2 51 
B) logłs1 ш. 
© log,(-27)=-3 
D) log, x? =2; VxeR 2. 


E) xt =4; Vx ER” 


Reducir en cada caso. 


A) log10- Ine + 1огуоеу10е 
B) colog100 + colog10- log1 
C) log /10 + colog ¥10 

D) antíloga 4 + antilogg- 1 


E) log10+ colog10+antilog1 


Calcular xen cada caso: 


A) log, x=2 
B) log¿S-logs16=x+1 
©) amtilogyx «32 


D) colog,125-x = log; 49 


E) colog, х? «log, x* =x+2 


O 
m C) 
Ei 


1 1 


ITO IT UT AD 


к= log xe log, x cog, 
кера 
емы 

EE 


в 
к= 
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Resolución: Sea K el equivalente, luego por propiedades se tendrá: 
K= jog iet geni B 
K = logie] "tie? „тороо не 
* = 3 
gy 64 = 1oê = 
А 
К = 101100]? = 10510? =3. log10 
K=3.1 
2 Каз 


к. 108251 Delos 
lg 5-1 lg 5-1 


2F=0 


Resolución: Iniciando la transformación a partir de la derecha, se tendrá: 
Mb bs ot glog gf 
M 108, logus д2 
м=ю log l0g¿(2%) 
Melo, log log. (2°) 
A CA IEIL)PIADRSG AGREE 


team CALAPENSHKO: 


E eas OTi TEMAS! А 
Ml, lsa, (5) ' 
eng 
vmm? 


мекв, (3) вао 


1 
ме 


Resolución: Por existencia en R se plantea: —— 
Jog, (log > 0, 


Recscriblendo la necusción? 
log, (los x> log, CD 
H H 


Por ser función decreciente: 
logyx>0 a юрк<1 
logax>log31 ^ logyx<log32 
Por ser función creciente: 
mo 
Finalmente en la recta real: 


team CALAPENSHKO: 
ATONDO EDITORIAL ODO TIT 
Resolución: Еп función dela base 2: 9) > G2) 
poa 
Por propiedad tenemos: 3x-622-2x 
528 


x2$ ө xdi 


5 


4-90 ^ x-2>0;x-291 


430-350 ^ 


Resolución: Por condición de existencia se plantea: 
з romeo e ao as 


De donde: х>0 п 


La ecuación dada ез: 
1+2l0gx—log(/x+12)=0 
log10- logx? = log7x +12) 
logQ0x?)=log7x+12) 
10х2 =7x+12 
10x? -7x-12=0 
(5х+402х-з)=0 
4 з 


ió 


team CALAPENSHKO: 


BRO AI 


De (1) tenemos x >0:x=3 — 


= 


Resolución: ^ Teniendoen cuenta a la condición de existencia procedemos a resolver la 
ecuación: 


log VETA + log Rs g21 h 
log Vx 14 + log x +7 = log1,2« log] 
log(/x +14 . J27) = log12 


уста). х+7)=12 0 
(14). (7) = 144 


2x46 =0 
سی‎ 23 —x--23 
^c Mm 


Una rápida inspección en la ecuación original permite observar que: x = -23 no 


es la solución, en consecuencia sólo se acepta como solución x = 2. 
cs = 2 4 eria: 


Resolución: La ecuación mostrada se podrá expresar así: 
gmota denis 
Беш нао gin? 
gane ge 


De donde: x-721-9 
22 -7к+12=0 

&-9.6- 3-0 

x24 6 x-3 


д Menor valor de x es 3 


ACEuLmImnIm—L Exec 


tom AEN 


PROBLEMA 12 Resolver: 


aem L1 
T 


"Tomando logaritmo decimal a ambos miembros tenemos: 


logs „орх = log10" -logx* 
(log х)? - 12. log10— 4. logx 
(logx) «12-4. logx 
Повх)? + 4(logx)=12= 0 
(logx « 6). Qogx -2) 70 


De donde: — logx=-6. 6 logx=2 
x-10* 6 xe10 


д CS» 1010) 


PROBLEMA 13. Esbozarla gráfica dela función: yor 


pese [т 


Resolución: La función se puede reescribir asi: 


FW = [log (x-e)| +e 
во) = |-Inx-9)] +e 
ро) = аке] +е 
Ahora por desplazamientos y giros: 
E 
y=lax y y-inG-e) 
д + = 


PROBLEMA 14 


Resolución: 


PROBLEMA 15 


Resolución: 


Seanlasfunciones: ER R|y=F 0920 


G:R=R] y = GG) = юр 1 
Determine ха ques F(G(x) = 12 


Hallemos la composición: 
FOO 2 — сод) = 200*1 
(сод)  200* 91 glosa 
F(GQ0) 2955.2! x.4=4x 
Porcondición se plantea: 
FGO) 712 «+ 4x, = 12 
кез 


Resolver: log,(3x+2)=1og,(1—2x)>2 


та inecuscón dada equivale а ена опа: 
EN 

e 

[3x27 

Pha 


3:42, 362 
or e 


»log,4 


3«+2>0 л 1-2x>0 


3x+2>0 ^ 2x-1«0 


Finalmente en la recta real tenemos: 


Xjez a 3x+2>0 ^ 1-250 
3х+2>0 ^ 1-2x>0 


(3x+2>0 ^ 1-2x>0) 


ALGEBRA 


Resolución: 


Examinandoel 1" miembro, logramos reconocer que: 
(og,9) 400,9) + 2 =0 

‘Sustituyendo lo indicado por un T. С.Р, seestablece: 
dog,9-27 =0 

Elevando ambos miembros al exponente 1/2, se tiene: 
log9-2-0 

"Transponiendo términos, se consigue que: 
lg9-2 

Por definición de logaritmo, se puede plantear que: 
x9 э x=13 

Como x es base de un logaritmo, ésta debe ser de signo (+): 
хез 

2. edu 10 


Tal como hicimos en los ejercicios anteriores, trataremos de presentar dos 
logaritmos, uno en cada miembro de la igualdad dada. Veamos: 
Aplicando la propiedad del logaritmo de una potencia, se tendrá: 


log 3" + log(log 3) = log (310227) 
Utilizando la propiedad para logaritmo de un producto, tendremos: 

log 13" (log 3)] = log (310827) 
Porcomparación, se puede establecer: 

3'(log3) = 30827 
"Transformando el log 27, tendremos: 

з'.1ов3 = 3.log3^ 
 Aplicando la propiedad del logaritmo de una potencia: 


EE 


Resolución: Sea T el equivalente pedido, luego al aplicar la propiedad del logaritmo de un. 


cociente, se tendrá: 

LR 
Por la propiedad del logaritmo de una potencia y del logaritmo de la misma base, 
seobtiene: 

тень, 0 


Trabajando ahora con el dato, se establece que: 


Podemos reconocer que el primer miembro representa a un cambio de base (a base 
b), luego: 

logaexloga-l „Ш 
Al sustituir (I) en (0 зе consigue: 

q 


Finalmente aplicamosla igualdad fundamental del logaritmo: 
атта 


Resolución: 


Sea Tel equivalente de la expresión dada: 
A yr 


Aplicando la propiedad del logaritmo para un producto en el índice y empleando la 
igualdad fundamental en el radicando para sustituir a “n, se obtiene: 


LII 


Agrupando en el índice del radical, los radicales del mismo índice y aplicando la 
propiedad del logaritmo de un producto en el radicando, tendremos: 


q Gran) 
Expresando el radical del índice en un fraccionario y aplicando los teoremas de 
exponentes en elradicando, se tendrá: 
a Е гети 


Aplicando la propiedad del logaritmo para una potencia, se logra establecer que: 


q brotes, n] 


[оюма] ee D 
Tenerencuenta que: 
[log anj- atabe у 


Luegoreemplazando (Ш en (D: 
1 
qus eet EA] 
Simplificando se obtiene: 


Resolución: De acuerdo con la teoría, la inecuación dada es equivalente al siguiente conjunto 
de desigualdades: 


x20 ^ 2-Y'»0 ^ x»2-* 
Transponiendo términos y reacomodando: 

x20 ^ x-2«0 ^ +х-2>0 
Descomponiendo en factores los primeros miembros de las desigualdades, 
tendremos que: 

x20 л («+ 2)-2)«0 a («20-10 
Finalmente llevamos las soluciones de estas inecuaciones a la recta numérica е 
intersectando los intervalos, logramos determinar al intervalo solución; 


х<-2 


valor aproximado de x en: log; 


Supongamos que: 
іафо as + L- WIE; 120 
P=12+L e 12-1-12=0 
(L-4)(L+3)=0 € L-4v L=-3 

Como L > 0, aceptamos L = 4. Ahora la igualdad propuesta inicialmente ser: 
logjx-2* e log;x-l6 


2х6 


AAA O 


VERE LER NR at 


А 
х5 =у e Rlonx-y 


з a 
ДЫ: 


а 
Ee (8) =-11 


в-а 


tm 
spp) 
ing omo ma 


Resolucién: Porcondición se debe cumplir que: 


o 92m 


Jer sex 


кедр, 
E RN 

x-8 > к-їй 

s E-2 


E= (ова?) + (log, b?) — 


E= (210g, a) + (21og, b)? 
E=4 logía +4 оь 
E-4(lodaedlgib) — [7] 
Por condición tenemos: 
logya+log,b=3 
Elevando al cuadrado: 
logia log?b«2.log,a.log, b= 9 
Por propiedad tenemos: 
юр а+ю Ь+2П)=9 
logsia+logíb+2=9 «+ logía+loglb=7 
A 55612 аА 


twitter.com/calapenshko 


La ecuación propuesta es: 
log, (20x - 34) = 2+ log (x= 5)* 


log, (20x —34) log, (x- S) = 2 


їох-17 SENE 
> asi 802 -10x + 25) = 10x 17 


n 8х2 -80x+200=10x-17 «» 8x?-90x+217=0 
(x-3)0x-7)-0 €» 4x=31 У 2x27 


De donde podemos notar que: 


Resolución: La expresión dada es: 
E= colog, [81] ise 


в ович. 6] =? 
5 clo [7] m 
E 


log, (27 -81+ (2) 
E--lg(21942 ө E--lg(6)«2 


E--3Mog6*2 ө E--342 
siei ч 


Resolución: La inecuación dada es: 
А ровак eShop x |-14«0 
. logxP + s|-logsxl-14<0 
Пов, х + Sllogs x|-14<0 


Dando uso del aspa simple: 
(logsx/+7X1logsx|-2)<0. 


 Simplificando tenemos: 
Jlogsx|-2<0 «»llogsxk2 


Ahora debemos plantear: 
x>0 л -2<юух<2 


m CASO богот ans 6 
SEKE REE 


x20^5?«x«5* 


1 
x>0 a L<x<25 
25 


En la intersección queda: 


1 
dexecs 
Ж 


EI 


Resolución: Observa que: yÊ = log 10, luego la inecuación propuesta se puede reescribir 


de la manera siguiente: 


Мы 099810 Јорк <1 «ә 10logx<1 
1 з 
вх e» logx «оао 
Ahora se plantea: 
a 
x»0 ^ x< (100 
x>0 ^ xc MIO e 0<x< Mio 


Como x es base, x= 1: 


0<x<1 v 1«x« ЛО 


"50)-0) 


29-0; 
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MATEMÁTICA 1 


PROBLEMA 30 5:2*<1оўх ^ + 2. Determine el menor valor entero positivo de ^m", de modo 


Resolución: 


'que(0; 1] seael conjunto solución dela inecuación propuesta. 


Porcondición se plantea: 


0<1 e 29221 


1<22 


La inecuación inicial es: 


2* < орх 


De (1) y (2) se debe cumplir: 
bgx74222 


legx" 20 +» орус > log, 
esi A 

De donde se puede observar: 
mso ө mz0 


Losenteros positivos m" son: 
т=1;2;3:4 


а) 


„(2 


£o sk 


о ва 
1 
DE 
2. Evaluarlaexpresión: 
P - log; 16- log 5 8+ 1021/28 


A B)-5 оо 
Di DE 


3, Hallarelcologartmoenbase e de JE 


mo o1 


1 
D) -1 9-2 


4 Elvalordel producto delos factores: 


» osa 1000) (togx*) (log, s, +1) 


мз ва os 
D B2 


5. Calcular el valor más simple de la 
expresión: 


ا سند سا د قا A‏ 

105,671 1051071 log; 1571 
Аз DES ox 
И 22 


JURE ача с БА: | 


А 


Calcular: 


E= log, cy + log, cz log, су+ log суу 


Donde: а=107* 

3 
No ва o 
$ J 2: 
»i EH 
Hallar el valor de: 


E=log  (antilog, (8) -antilog „og 12) 


ко mı EP 
эз 54 
be R`- (1) y log, (a) =5 
talar: 
Y 
Pu [i 
7 9 a 
25 Lr o 
DES mi 


Sip, q e (1; +) y log (=5 


Hallar el valor de: 
A 
2 
ns ») i 
22 ol 
»i ко 


team CALAPENSHKO: 


A P ATTMATICAT dl 


MERA d$. Sea la función: 
m 
(mie. (ems) NL 
кслс para satisfacer РО) <0; es necesario 
que: 
DES ву оз z 
о<х<® 
D) ab DË A Ба 
в) exem 
ff. Determine el conjunto solución de la Ж ези ы 
ecuación: 
D) Ocx«x 


log «2 2+ log GI +1) 
й ба E) No existe tal x 


ма »o onz 
D) (3) E)(;23) 18 Dela igualdad: 
2 
12 Si: n [niet -5]>0 


Mee 
oom cain “> Axe Cai) вухо (NE: 


Hallar el valor de y. n 

D) (-3; 3) E (46:46) 
As DES os $ i 
Ds as 17. Resolver la inecuación: 

12. Resolver la inecuación. log¿x+6log,x216 
1 
LED) A кє(*1ш1%+=) 

B) xe(02*]1014; t) 
As DBW O41 o US 
D) 12,15) 50:14 D) хе (0;23]0(8; +0) 


E) хе (0;2]002; +0) 
14. Determine el dominio máximal de la 
función F cuya regla de correspondencia 


P 18. Sea la función: 


— 
tal que 0 < a < 1. Para que sea РО) < 0, 
ев necesario que "x" verifique: 

в) 3 3 

O ul ю-1<х<2 x2 Ох<-5 

D) в 


E (e; По) 0)х<2 DAX 
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19. Sise grafica: 23. Halle el dominio de la función E donde: 
FGO=l03,x ^ HG)=108,¿x FOO = log, log, log, x 
se obtiene: 
Aye) в) (4; =) 
© 105; ж) 
D) (0,125; ж) DE 


24. Indicar uno de los intervalos solución al 


resolver: 
e enfin 
A 13 B) 1/2 Q1 
m 19 a. 
»2 юз ^ni) h2) om) 
30. Para qué valores está definida la D) [4; 5) E) (4; 5) 
expresión: 


25. Hallar los valores de “x” que satisfacen la 
siguente ecuación: 
QIosx|-2)] logs e 1]-3)«0 


A= ain dins 


Arz Brzd? Oxz 


булга? Юхге 
A) xenos; 10u00 
2% Resolver: ву хепозлотро 100) 
а o senrinuno 
юз? «ах -1 D) xeno“nouno 
il 
S E) xel107:102]u 000) 
в) x10 
€ x> 1/10 к: 


logya=c; cul 


D) 1/10<x<Ve 

E е<х<10 
22. la solución de la inecuación: 
26? ped зек 


ез el conjunto: 


AR BR-() 010; +5) 
D) (0; +) E) (e; 0) 


AAA ES 
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3 Si se cumple que: 


logia+I=xlogyaja> 1 A b> 1 
Calcular: 

و 

logia +10845. 
no Dr o2 
D3 m4 


30. Indicar el valor de verdad de las 


expresiones: 

Lo ggg 2>0 
п. 0,090 
1 
ш.ою{{)<0 
м log,5<0 


AFV Буу ОРУУР 
D) VWF E) FFFV 


31. Sabiendo que “т” es un número positivo y 


diferente de la unidad el cual verifica: 


los, [09+06 VO] -26 


s {асај 


A) 183/80 В) 192/81 — C)39/20 
оиз Bi 


№1 в2 оз 
0)4 DE 


Hallar el conjunto solución де: 
Axlog, x > 00 « 3)log, x 


A) oxe(03)- (0) 
B) xe(03) 
€ xeon 
D) xe(0,1)0:(3:4) 
E) xe(li3) 


Al resolver la desigualdad: 
Yogi - V? «leg ,x-|«5 


Indique los valores enteros que la 
verifican. 


®ї; з 92 o1 
DEI B3 


Pons 53 шыш шшш 


DHTORIAL коро P асаенка А 


35. Resolverla siguiente desigualdad: за. SF) es una función exponencial cuya 
оа 406-050 экен. 


considerando que: x > 0 


Axetz2 В) хе (0;2] 
Oxe(:2) 
D) x € (02) E) x e (0:3 


36. Indicar (V) o (F): 
1. 6403220 Determinar F(-3) 


п. dog, 04 «0 
Tos A)1000 B)100 © 10000 


ш. dog] 0)10° юзо? 


м 08,40 
40. Hallarla gráfica dela función: 
ARV BWV WE s «|injxl]- 


D) VWE E) FFFV 


37. Un capital "c" colocado a interés 
compuesto con capitalización semestral 
de intereses, se cuadruplica en 2 años. 
¿En cuánto tiempo (en años) más el 


capital será 8c? 
№1 B2 os 
D4 95 


38, Señalar cuál o cuáles de las afirmaciones: 
0<x<y=Inx<Iny 


E) NA 


п. о<х<узи(1) (1) 


Ш. 0<х<1 0х") <0;пем" 
Son verdaderas: 


Tm Я 
в) Siorym gea 


C) Todas 
D) Sólolyi AQ» в)(3;4) O0:2) 
E) 5бопуш эй; El; +) 


ES 


а 


ГА 


51°” ез una función definida por: 
РО) = log, (c1) +log;(x- 1) 

entonces, indicar el valor de verdad de las 

siguientes afirmaciones: 

L  Eldom(F)s(-x;-1 U (l; æ) 

IL "F"es una función inyectiva en todo 
su dominio. 


mA 


Av BE [Dd 
D)FFF EWE 
Resolver: 


re -axaxez* 
indicando como respuesta el cardinal de su 
conjunto solución. 


N2 DE os 
07 E)10 
Al sumar el número de cifras del resultado 


de efectuar (324) con el número de ceros 
que presenta entre la coma decimal y la 
primera cifra significativa del resultado de 


efectuar (0,02) 9, se obtiene: 


А293 
D) 296 


8)294 295 


E)297 
Indicarel producto de todas lassotuciones de: 


icto (E) sim 


1 3 
E DE o2 
D)4 DEI 
Resolverel sistema: 
=Ë „(ај 
Е) 
y=1+log,2 
donde: x + y. Indicar: N = [xc y? 
A1 92 ошм 


D) 4 Em 


Y prazenárica 1 А 
Resolver: (1,25) 85% < (o gays /5* 


A) х>5 
B) О<х<1 

С) x>3 y 0<2<2 
D) x>32v 0<2<12 
E) x>Svl<x<l32 


Resolve 
1 1 
es “юрт? 


A) хє[ї;+0) 
B) xe[12] 
© уо I2; +) 
D) хе(1;2)013;+я) 
E) хє[ї;3] 


Соп respecto a la ecuación: 
00,001)" = (x 100 

Marcar (V) o (F): 

L La ecuación no tiene solución alguna. 

IL La ecuación tiene al menos una 
solución. 

Ш. Una solución está contenida en el 
intervalo (0; 1) 

IV. Una solución está contenida en el 
intervalo (1; 2) 


AJFVEV. 
D)WFF 


B)FFFF C)EVEF 


EWW. 


En la figura F representa una función 
logarítmica y L una función lineal. Halle la 
suma de las coordenadas del punto "P", 
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= Identificar las formas determinadas e indeterminadas, 
+ Determinarloslímites de as formas indeterminadas. У 


KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS 


Nació el 31 de octubre de 1815 y murió el 19 de febrero de 1897 fue un 
matemático alemán conocido como “el padre del análisis modern". А pesar. 
de haber dejado la universidad, estudió matemáticas y se entrenó como. 
profesor, dando clases de matemáticas, fisica y botánica. Weierstrass 
formalizó la definición de la continuidad de una función, demostrando el. 
teorema del valor medio y el teorema de Bolzano Weierstrass usado después 
para estudiar lan propiedades de funciones continuas en intervalos cerrados. 


Weierstrass nació en Омеп е, parte de Ennigerloh, provincia de 
Westfalia, Weierstrass fue el hijo de Wilhelm Weierstrass, un funcionario 
del gobierno, y Theodora Vonderforst. Su interés en las matemáticas. 
comenzó cuando era estudiante en la escuela Theodoriamun en Paderborn. 
Fue enviado a la Universidad de Bonn para prepararse para conseguir una 


posición en el gobierno. 


A partir de 1850 Weierstrass sufrió un largo período de enfermedad, pero pudo publicar documentos que le 
llevaran a la fama yla distinción. La Universidad de Königsberg le entregó un titulo de doctor honorarioel 31 de. 
marzo de 1854, En 1856 consiguió una plaza en el Gewerbeinsirur, la que más tarde se convertiria en la 
Universidad Técnica de Berlín. En 1864 se convirtió en profesor de la Universidad Friedrich Wilhelms en 
Berlin, la que más tarde se hizo la Universidad Humboldt de Berlin. Los últimos 3 años de vida los pasó sin. 


poder moverse, y terminó muriendoen Berlín de neumonia. 


Weiersral dio las definiciones de continuidad, limire y derivada de una función, que se siguen usando hoy. 
en día. Esto le permitió demostrar un conjunto de teoremas que estaban entonces sin demostrar como el 
teorema del valor medio, el teorema de Bolzano Weierstrass y el teorema de HeineBorel. También realizó 
aportes en convergencia de series, en teoría de funciones periódicas, funciones clipticas, convergencia de 
úproductosinfinitos, cálculo de variaciones, análisis complejo, etc 
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Consideremos la función real de variable real F: 


Nótese que F se define v x e  — (3). Six #3 entonces el equivalente de (1), luego de simplificar, 


es: FO) =x+1 


Ahora veamos que ocurre con el valor de F(x) a medida que acercamos x а 3, no haremos x = 3 
pues 3 е Dom (F). Tomando valores que se aproximan a3 por la izquierda: 


[x [29 [ 299 [2:9 [2.9995]2,9998]2,9999] 


FOO | 39 | 359 | 3.999 [3.9995 [3.5998 [3,9999] 


"Tomando valores que se aproximan а 3 por la derecha: 


[ 31 | зот [3,001 [3.0005[3,0001]3.00005 
то | 321 | 4.01 | 4.001 [4.0005 | 4.0001 [4,00005 


De ambas tablas se observa que a medida que los valores de ^x" se aproximan cada vez más a 3, 
F(x) se aproxima cada vez más а 4. Es decir cuando más cerca este x de 3 más cerca esta F(x) de 4; 
Gráficamente: 


Formalmente decimos que F admite а 4 por límite cuando "x" se acerca a 3 o que el limite de F(x) 
cuando “x iendea 3es4 y consensuadamente lo denotamos así: lim F(x) = 4 
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DEFINICIÓN 
Dadala función F y considerando c = Epsilon; о = Delta, tenemos: 


Lim FG)-L 


Al número real L se le llama Límite de la función en el punto а (a no necesariamente 
pertenece al dominio de la función Р) si para cada «> 0 es posible determinar un о > 0 que dependa 
de a y с talque: 


xé Dom 40 « [x =a] <o > |F00-1]<e 


LÍMITES LATERALES 

1. LÍMITE LATERAL IZQUIERDO 2. LÍMITE LATERAL DERECHO 
Es el límite de FG) en “a” restringido al Es el límite de FG) en “a” restringido al 
intervalo (79; а) intervalo (a; =) 


Donde: x =+ a7 <> x «a. 


TEOREMA DE UNICIDAD DEL LÍMITE 


El límite Lim FCx)-L existe si y sólo si: 


lim = 


PROPIEDADES PARA CÁLCULO DE LÍMITES. 
1) SiFesuna función algebraica definida en “a” tenemos: 
Lim FGO-FG) 


2) si Fes una función matemática que no está definida en “a” tenemos: 
Lim Fe F(a) 


Né os ег 
ETE 
TEOREMAS PARA CÁLCULO DE LÍMITES 
1) Límite de la función constante: 


Lim! 


-k 


2) Limite de la adición y/o sustracción: 
Lim[Fx):GG)]- Lim FG Lim GG) 


3) Límite de la multiplicación: 


Lim[Fo9).600]-Lim FO. 


imc) 


4) Limite de la división: 


Lim FO) 
FG). m " 
tafe tio meo 


5). Límite de una potencia: 
соо 


шан). 


6) Límite de una radicación: 
Van [4/865 со Km 


FORMAS DE LAS EXPRESIONES MATEMÁTICAS. 


1. FORMAS DETERMINADAS 2. FORMAS NO DEFINIDAS 
гумо ю oem н>о 
; VNeR N<9 
ума Hm 
YNeR 
; VNeR 


También son formas no definidas: 
e+e; 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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1. PARA LA FORMA © 


Sila función es racional se factoriza a sus términos para luego suprimir al factor que produce la 
indeterminación. 

Si la función es irracional зе racionaliza al menos uno de sus términos, а veces es recomendable 
utilizar la aproximación lineal. 


+ Calcular: 


Observar que: 


Luego procedemos a factorizar cada término: 
mon 

Š: -ш 

I -DG exe) 


1+1 2 


SS 


2. PARALA FORMA © 
Se divide a cada término por la mayor potencia que representa dicha expresión: 


+ Calcular: 


3 Е +з А 
bservar que: во)- 914 asmelafoma 2 six = 


Luego procedemos a dividir cada término por х? (mayor potencia) 
+4 
1-а 
Ба Е 
E 
о+о_0 
1:071 


Para 


3. PARA LAS FORMAS =-= y 0.7 


Se efectia las operaciones indicadas con el propósito de encontrar una de las dos formas vistas. 
anteriormente para luego levantar la indeterminación. 


Gr Dem s 


4. PARA ТА FORMA 17 
Se debe buscar una función del tipo F(x) = (1+ 


1 


(=e 


J| vara poder utilizar la siguiente relación. 


В 
о equivalente Lim +x) =e 


Donde ¢ es el número de Napier, cuya aproximación es: 


PROPIEDADES PARA LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 
0 Limfsenco]-0 


oxusuedejes/uio2 PIM} 


5m 
i =1 

2) Lim[cosQe] Өш 
5) LimftanGo]=0 

) Lim[anco] 2 un 

sento]. == 
акар 

TEOREMAS ADICIONALES" 


3) Sean F(x) y HGO dos funciones algebraicas tales que F(x) -» y H(x)=% cuando x — =, luego: 
FOO 
L=Lim[ O 
tin] EN 
SiIFP<IHP => L=0 


SIEP>IHP = Lew 


| ={нр = 1 = Coe principal de F 
Sieb E Coef. principal de H 


2) Dada la siguiente expresión: L = Lim[Fo999 ] 


Si al evaluar F(X) tiende a 1 y G(x) tiende a », entonces: 


dimtrco-1. 601 


L=e 
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 
Una función es contínua en un punto si el limite de a función coincide con el valor de la función en 
el límite. біча” ез un punto de acumulación del dominio de a función F se dice que Fes continua en x = 

a, si cumple simultáneamente las condiciones. 


0 F(a) esta definido, es decir es real 
i) Existe el limite de F en a 


10 LimF(x) = FG) 


RECONOCIMIENTO GRÁFICO PARA LA CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO Î 


Una función Fes continua en un punto a” que pertenece al dominio de F(F(a) debe estar definido) 
sisu gráfica no tiene ruptura tipo salto" a o largo de la recta vertical x = а. 


* Pam y F 
i F(a) está definido 
ка) Nohaysaltoen "а" 
1 Existe Lim FG) = F(a) 
Р escontinuaen а 


ра) está definido 
existesaltode F en “a” 

los limites laterales son diferentes (Ly * 1) 
F noescontinuaen a 
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Calls ма uao де ln ipis 
(mites: 

sas) 
a) 
ETE 

EAE) 
© tim (BL) 


Rcs x 


Vincula con una línea las expresiones 
de la izquierda con su respectiva 
etiqueta dela derecha. 


NO DEFINIDO 


Calcula los siguientes limites: 
E re = 2] 


К х-1 


5 


Determine los límites laterales de cada 
una de las siguientes funciones: 

А) FG) = 2x, cuando x + 0° 

B) Р(х) = 3х2+1, cuando x + 17 

C) ңх) = x10, cuando x > 2 

D) FG) = (2x -1)# + x, cuando x -» 1* 


в во) cuando 0 


Calcular cada uno de los siguientes | 
límites: 


De) 
B) Lim ан 


БЕП 


Determine el límite en cada caso. 


A) FG) e 2x? -3x «1*1, x0. 
B) F(x) e 3x? -x-2, x -1 
€) Foe (х2 «x-12*, x23 
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PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


PROBLEMA 3 


Determine elnúmeroo para ele dada en: Lim (4x + 5) 413; «= 0,01 


Según la definición se plantea que: 
1(4x«5)-13] « 0,01 siempre que 0 <| x-2|< o 
]4x-8| « 0,01 siempre que 0 <|x-2|<0, 
@ @ 
А continuación damos forma a (1) tomando como modelo (2) para final- 
mente, por comparación, reconocer al múmero о. 
14x-8|«0,01 «+ 4|x-2]«0,01 
001 
т" 


Ix-2]« 27 ө |х-2]<0,0025 


Finalmente podemos reconocer que: 


Si Lim f(x) existe, cuál es el valor de “аг? 


Si Les el limite, según el teorema de la unicidad se cumple que: 
Шт f(0 = Lim, f) 


E 
De acuerdo con la regla de correspondencia: 

a(-1)-3« C1? «a ө -a-3-1«a 
ө 2а=-4 


Calcular L donde: E 


p 


Sas ex € 
Ук-1+1 


Fácilmente podemos reconocer que la expresión a evaluar, 


PIE 
Жх-2+1 
punto de acumulación, luego se cumple que: 


, es una función algebraica con dominio que contiene al 
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TO 
PROBLEMA 4 Calcular: 
Kesolucióni  Obemurque: FOO ÊZ; Dom(P) = R -(-I; como x = 2 € Dy 
A ҮЗ) 
L-i) =a) GP-241, 451,3 
1 
PROBLEMA 5 Calcular: L= шш El 
Resolución: Analicemos los límites laterales, pues ellos deben ser iguales para que exista el 
límite pedido. 
0 Por Ia izquierda: 1, = Lim [xf 
Se plantea: 0 <x < 1,dedonde [x] =0 = 1, =0 
I) Porladerecha: Ly 
Seplantea: 1<x<2.dedondexl =1 > 1421 
Finalmente como L, # La, se concluye que no existe el limite pedido. 
PROBLEMAG Calcular elsiguiente limite: È = Lim | E 
Resolución: Según límite lateral por la izquierda se plantea la relación: 


x<2 > x-2<0 


Nótese que: Ix-2|--(-2)- 2-x 
Lye [25-202 y, [3x72]. к 
к< (Bom | 00 


2 L-342)-6 
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Resolución: 


PROBLEMA 8 


Resolución: 


PROBLEMA 9 


Resolución: 


лона 
Calcular: L= Lim | 22 
az, 


Observaque: FX) 


bir ema 


х2 .3к+2' 
а DE AES 
Decimi, Lim Ва ца) 


[sets] NE 


—À—— 0 
1 tim ET - DG T +1) 
a n 


(x«0-1 1 
oo ala) 


Car TT tines оде E 3] 


DAD 


Observa que: На) LEDO. asuma la forma 2 cuando x = i 


uei dodo) 


Evaluando: L=(1+0)(1+0)(1 +0) -0)00) 


Rescomodindo: L= im (E )( 2)8 
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PROBLEMA 11 


Resolución: 


PROBLEMA 12 


Resolución: 


Observa que F(x) = Jx +1 – Vx; asuma la forma ж — э: cuando x = ® 
ist” ie ш UTA 


m 1+4 


ere 


"— ш و‎ 
Es iis «esl 


Observa que FG) = 


HEN CT Pl 
a um 
lexext-3 E х2 х2 
EA A E 7 
rala- Eu SS 908 ук+; 
un DD х+2 
тшер кай tm Case 
Evaluando: 
Calcula: 


ÎÎ asume el valor cero, luego tenemos: 


EM 
iPor teorema adicional! 


PROBLEMA 15 


Resolución: 


PROBLEMA 14 


Resolución: 


PROBLEMA 15 


Resolución: 


PROBLEMA 16 


1 
Calcular: L=Lim(2x+1) 
Por teorema adicional 2: 


f 1 
pte) 


В 
Calcular: Le Lim Q-csenx)* 


Se observa que Р(х) = (1 «senx)* asume la forma 1* cuando x-0 


bando foma: еа (аза) |" 
Evaluando : L*[e]* ( * / iLimite trigonométrico! 
L-e 
20-е 
art uo 09) 
хх 


Fácilmente podemos reconocer que cuando x = O la expresión a evaluar asume 


la forma > por tal razón procedemos a levantar la indeterminaci 


xsenG^) — x — senta?) 
хЇ.со(х?) cos(x?) (х?) 


Finalmente según límites trigonométricos: 


к) = 
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PARO TENIA Е PATEMATICAS 
Resolución ач 
Oberarqesixet > 90-0 


Luegoproeedemosa levantar la indeterminación mediante a racionalización: 
roj SERI ro _х 
aire 42) 90050) 


Simplificando tenemos: 1 
0 
2+ x +2 

Finalmente ballaremosel limite L: 


1 in| 1 ]- 2 

ral vr 
1 

añ 


PROBLEMA 17 Calcular: lim 


172 +5к az] 
PUES 


1703 +5x +7 
Resolución: Seal: с о) 
lución: expresión: Fog = 10075527. 
Observarquesi: х= > РО) =% 
Luego procedemos a levantar la indeterminación: 


ЇЗ. ‚1. 


Luego enel límite cuando x = =; setendrá: 


АС ва po) 2199.0. 
ES 


romero pao 


IS 
ae 


Resolución: 
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EPOD, 


PROBLEMA 19 


LRODO Y ALGEBRA 4 


Teniendo en cuenta las equivalencias rigonoméxricas consegui 
pe 


FG) = [+ ево E seno] 


Finalmente en el límite cuando x = 0 se obtendrá: 
907 


РО) = а *senGeT | 


^ dim EGO - (e) 


Calcular: L= Lir [xm 


х-0| Зх  2sen(x) 


Nótese que cuando x = 0 la expresión a evaluar asume la forma. > por tanto 
debemos levantar la indeterminación: 


Sx-sen(2x) 


fe SCnOD, r 
Зх+2зең(х)  Sx*2sen(x) 


52,3 
31275 


Observa que six = 1, obtenemos la forma р, luego para levantar la indetermina- 
ción será necesario suprimir de los términos al factor (x — 1) 


Por cociente notable: 


hr o а Р мапэнпслг А 
Ahora тепетоѕ: L=LimV 7 +х°+а® „+х+1 


LT n8 - #8 
21-2 


FROBLEMA21 Determine el valor entero positivo de n” mique: Le Lin (a) 


Resolución: 


Enellímitex=l: S=l+1+.+141 ө 5=(Don 
"n veces 
1-5 


PROBLEMA 22 Calcular: L= Lim | ы ш) 


Resolución: — Supongamos que: x = u^. Luego si x = 1, entonces u = u^ 


Ahora tenemos: — LeLin| 
س(‎ (to 
Tr - spe 


J| eae 


O 


PROBLEMA 23 Calcular L= Lim i aca 3) 


Resolución: 


PROBLEMA 24 


Resolución: 


PROBLEMA 25 


Resolución: 


La expresión a evaluar es: 
о) = 02 –2х+4-х 
Racionalizando tenemos: 


La expresión propuesta ез: 


Soda кё 


Pal 


Finalmente: 2 L=3(1-0=3(1=3.1=3 


Calcular im (6869 © | I 
Pa ж-а 
Fácilmente podemos reconocer que cuando x = a la expresión a evaluar asume 


la forma 0, por tano procedemos a levantar la indeterminación con el aurilio 


de la siguiente fórmula: 


team CALAPENSHKO 


PROBLEMA 26 


Resolución: 


PROBLEMA 27 


Resolución: 


sen(x)sen(a). 
fo) = 


Reescribiendo convenientemente: 


=(=) 


Recuerda que x =» 0* equivale a: x > 0, en el proceso de límite se puede estable- 


сег que: 0 < x < 1. Ahora notamos que: [x] = O 


Finalmente Le tin (925) - tim (=) = tim (23) - Lim Cn 
i lul 
Sim VAČE « 109 < петак s: и) 


Cakular: — Lim f(x-1) 
pz 


Por condición: тух -1« KG) < nsen?(x +1); vx є(-2;- М) 
Reemplazando (х) por (x — 1) tenemos: 
тДх-1)#-1<Ңх-1)< пзеп(х-1+ Di vG-0e(2;-12) 
m zs s х1) ense); vx e(-1; М) 
Aqui tomamos limite: 


team CALAPENSHKO 


Lim (m ca) Lim tts - Ds Lim [nsen*co] 


En la evaluación tenemos: 
Ostim ((-1)«0 


Lim f(x-1)=0 
E 


ZI 
PROBLEMA 28 Calcular: L = Lim | EE 
re Steg 


Resolución: 1а forma indeterminada que se presenta en nuestra expresión es 2, según la 


teoría la indeterminación se suprime al dividir a cada término por 5**%: 


ster 


Finalmente cuando x =» ж: 


ttim)» 1® 
[ior 
5 
1-5 


PROBLEMA 29. 


Resolución: 


Nótese que si x эя, entonces E 


[E2]-ror- er 
Ahora, el límite solicitado se puede reescribir así 


team CALAPENSI 
team CAL/ FSH 


PROBLEMA 30 


Resolución: 


MATEMÁTICA І 


Si suponemos que y= 1 podemos reconocer que si x tiende al infinito, enton- 


сез y tiende a cero, por tanto: 
E ]ن‎ | 


rl у 


Dada la función: 


Calcularel valor de “2а +3b", siendo f una función continua. 


Como f es continua, según la teoría se plantea que: 
1(-2)= Шт f(x) > 2a.(-2)+b=-2+ 2a 


к=з 


—4а+Ь=-2+2а + b=61-2 E 
fü)-LimfG) = 22.0)«b- 30) -Ь 


2a4b-3-b 4+ 2a+2b=3 (2) 


Reemplazando (1) en (2) tenemos: 
2а+2(6а-2)=3 > 2a+122-4=3 


12-7 э а= KI 


Reemplazando (3) en (1) tenemos: 


b= 


1 
(2-2 > »=3-2=1 


2a+3b=4 


team CALAPENSHKO — 


ska” 


net Bet 
De? 


7. ndicarelvalordeverdad de: 


2 
UD 
Сузу]; no existe 
1 
[I 
E Ba os xr 
E pos ANI BV OVW 
DFEV ЮР 
2 Calcular: 
DEA Ex & Calcular: 
xal Vx 2 vz. u manian 
kzi nî 
Ya № 
та эс »i mi 96 
243 
Rs юй DA 52 
4 Calcular: 2 Determine el valor de n" para que: 


х+зу(4х +7 ax-ay" _ в 
Па LE a Ey miat „-в_ 
A 7243 


Az юз s E DE ов 
Du Be Ds Юз 
& Proporcioneelvalorde: 


k= Lim [Naxî + 3x +6 - axî +х+3] 


1 
D Bo o1 1 
D)2 вл bc 


s 
2 
3 


s(x Qe en 


Hallar los valores de a y b, si se sabe que: 


x 
mie Аш 
ЖЬ x!- bx 4D? 


Calculeel valor de: 


т. 


f 


Calcular: 
EE 

А) п? - т? 

€) An? - m?) 


Tem?) Ata) 
руат) — юта 3 


Indicar el valor de: 
ug E) 
EAD x 
ms B3 oi 
5 
B De 
DE Л 
Calcular: " 
3 
AE 
ne вен e 
D) Ye DL 


‘Sea "Fla función definida, según: 
ta 
; -3<x<-2 
a 
F=] a+b-10 ; x--2 
73-6 ; x>-2 
Siexiste:Lim FOO, calcular: a.b. 


A3 »4 o6 
0)2 Bs 


team CALAPENSHKO 
FONDO 


25 


"Tenemos: 
$iixel 
3-2x; x<1 

$97 lax-2; x>1 

Calcular; Lim (F + 000 

А-1 в) 0-2. 

p ES 


Calcular: tim (¿== 
(e 


№2 94 о2 
Da ER 


Calcular: Lim ( EE) 


En 


5 1 
& 05 су 
x 1 
25 »i 
Calcule: ш ев 24) 
2. 
1 1 à 
DES ю-1 al 
1 1 
Dra 5i 
si 
JE A E 
(3) (3) (5) — 
Calcular: L= Lim Xp 
1 А ^ 
юз DE o4 
mi m 
. 


Ao BL оз 


1 
Bg 52 


ine Lim xp, six, viene dado por: 


Au D 
Qn" 
Dmx, B-1 


1 
A DH СЯ 
БИ юп 
Determine. Lim x,, six, es igual que: 
3916-4841 
зевай 


may 
210, B o2 
D)-1 EM 
Determine Lim x, six, es igual que: 
з= zs 
1-Vs 1-32 
momo oi 
2 
Da x 


team Cj 


31. Determine Lim x, i x, es igual que: 3& Determine Lim xy, six, es igual que: 
RSEN сүп EXPE 
Via o 

x A-1 Bn ©з 
лу B)m Ok = D)o B2 
k 
Ж Е 
э-ү EJ & 37. Determine Lim x, six, es igual que: 
E Nr? -3n51 
E A1 в)-2 On 
^ "m © 8 D)n 59-1 
)n n ) 5 
ро E $ 38. Determine Lim x, si x, es igual que: 


33. Determine tin 


ло B)Vn aya 
№ во 9-1 Di En 


D)n E)n? 
39. Determine Lim f(n), siendo: 


f(n) = Y2" n «2n-1 
ло B-1 02 
An D 99 Da A 
D)-1 Er 


40. Determine Lim x,, siendo: 
36. Determine Lim xq, si x, es igual que: 


Vara 
Na Da сй An в). H оа 
D) Eo 


team CALAPENSHKO 


41. Determine Lim xq, si x, es igual que: 


21-4п* 

1-nen* 
А-1 в)у2 9-4 
D) Va E) -8 


42. Determine Lim f(n), siendo: 


48, Calcular Lim x, six, es igual que: 


ÉS] 
мо Bh ОМ 12-2, 
pr 5-1 
ne вул? се 
4. Calcular Lim xy, six, ез igual que: Er ко 
PEUT ve pr; 47. Calcular Lim fn), siendo 
nı1 e 
mun Y 
2 B4 92a id (33) 
шуп? 5-l 
2 1 
al De 
* 


44, Calcular Lim x, six, es igual que: 


(+ 


571 


team CALAPENSHKO 
ZIBRO P marenana d 


49. Calcular: Lim f(x), siendo: 


50. Respectoa la función f, cuya gráfica es: 


М4: х4 


х) 

le-2x; x<4 
ма P» оо 
m B-l 


L Limf(x)=3 


IL Lim f(x) «0 


IL Lim _f(x)=2 


Luego la proposición verdadera es: 


A)Solol B)Sololl  C)Sololll 
D)IAII E) IA ML 


team CALAPENSHKO 


CAPACIDADES 


Determinar derivadas de las expresiones matemáticas 
Identificar funciones diferenciables. 


Fx) = Lim полны) 
к 


h 


MARQUIS DE 1: HOSPITAL 


GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE MARQUIS DE L' HOSPITAL, 
nació en 1 661 en Paris, Francia. Falleció el 2 de febrero de 1 704 en París. L' Hospital 
escribió el primer libro de cálculo en el años 1 696, el cuál estuvo influenciado por las 
lecturas que realizaba de sus profesores Johann Bernoulli, Jacob Bernoulli y Leibniz. 


L Hospital sirvió como oficial de caballería, pero tuvo que retirarse a causa de su. 
miopía. Desde este tiempo dirigió su atención hacia las matemáticas y aprendió cálculo de 
su maestro Johann Bernoulli en 1 691. L' Hospital era un competente matemático, su fama. 
же desprende de su libro: "Analyse des infiniment petits pour Ї intelligence des lignes courbes" 
(1692). 


En este libro creó la regla que ahora se conoce como regla de L' Hospital para. 
«encontrar el límite de una función racional, Cuyo numerador y denominador tienden a cero. 


Regla de L' Hospital, el concepto de derivada que se aplica al caso clásico de la 
velocidad y la caída de los cuerpos у; un detalle metodológicamente importante, la 
aplicación de conceptos en las propias matemáticas. 


team САГАРЕМЅНКО 


LIBRO MATEMÁTICAS А 


El concepto de Derivada surge históricamente de los problemas de la velocidad en Física y el 
problema de la tangente en la geometría. Sus aplicaciones se extienden a dominios más amplios y 
complejos con una gran cantidad de problemas donde su aplicación en el proceso de resolución es 
decisivo para determinar la solución. 

Una condición necesaria, pero no suficiente, para poder derivar a una función es que la función 
sea continua en todo su dominio. 

Una función F es derivable o diferenciable es el intervalo 
punto de dicho intervalo. 

SîFes derivable en xy, entonces Fes continua en xy. 

SiF es continua en x, no necesariamente Fes derivable en xy, 


DEFINICIÓN. 
La derivada de una función F es otra función denotada por F (se lee efe primal), notación intro 
ducida por el matemático francés Joseph Louis Lagrange, cuya regla de correspondencia es: 


;;b] si y solo si es derivable en cada 


Donde: Dom(F) c: bom(F) 


OBSERVACIÓN: 


RJ 
FO indica la primera derivada de la función F(o derivada de F) en cualquier punto (x; РОО) y 
también sele puede representar de la forma siguiente; 


roay- «Dy =F 


El concepto de la derivada está motivada por la noción intuitiva de la recta tangente L a la curva 
y 7 FG enel punto (xe Ya) 


Liy- Fixo) = m(x- xo) 


team CALAPENSHKO __ 


Teorema: El valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la 
Tecta tangente a la curva en dicho punto. 


2. DERIVADA LATERAL IZQUIERDO: Es la derivada de F(x) en x, restringido al intervalo (-:c; xy) 


ropa [емен] 


2. DERIVADA LATERAL DERECHO: Es la derivada de F(x) en x, restringido al intervalo (xj; ©) 


FS lim. ES + mdi 


TEOREMA 
La derivada de una función F en el punto x = xy existe sf y solo sí sus derivadas laterales existen 


y son iguales, esto es: 
F'(xo) = РХ) = FG) 


REGLAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 
) F()=x" > х) = п. х" vneQ 
2) R-k > F)-0 i Укей 


3) WGW >  FG)-G'G)*H') 
4) FG)-GG)-H() =  FG)-G'G)-H'G) 


5) FG)-GG).H(x) > — F'G)-G'G0.HG) GG). НИ) 


sw : 
D 900, = кој 
› RO“ °з 
7) ROW = FG)-2GG)T7.G 0) 


8) IF-G)G)-F(GG0) = [FGT -F'(GOO)G G) 


team САГАРЕМЅНКО 


шн. ATTE 
Si y es función de u, definida por y = fu), ш es función de x, definida por u = g() y si E 
du existen, entonces y es función de x y 5 aine existe y se define así: 


D ysen[EG] E 


2) у= сов[Е0)] E 

3) y-tan[EGO] э ус [F0]. ҒО) 

4) у= софро] э y--e[R]. FG) 

5) yesec[FG)] = уса вес[род], tan[FG0]. FCO 
6) yeee[F00] э y'--ese[Fo9]. соц]. РО) 


[REGLAS PARA DERIVAR )NENCIALES Y LOGARÍTMICAS | 


1) у=] >= y-a O 
2) y=LogyrCo > yr 


з) yek кесе = у= Как. FG 


Para derivar funciones de la forma у = (x) se recomienda tomar logaritmo natural а 
ambos miembros de la igualdad para luego según las reglas vistas anteriormente obtener у'. 


Al proceso para determinar la derivada de una función se llama diferenciación frecuentemente la 
función se da explicitamente según la relación у = F(x). 
Si la función se da implicitamente: F(x; y) = 0, es decir resulta dificil o tedioso despejar la 


variable yen función dex se puede recurrir a la regla de derivación en cadena para determinar Y 


576 >. 


1. REGIONES DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO 


A. у = FO es creciente si y solamente si se verifica F(x) > O 
Para encontrar el intervalo en el cual la función F es creciente se debe resolver la inccuación 
anterior 


B. у= Р(х) esdecrecientesiy solamente si se verifica F(x) < 0 
Para encontrar el intervalo en el cual la función Fes decreciente se debe resolver la inecuación 
anterior. 

2. EXTREMOS RELATIVOS O LOCALES (MÁXIMOS Y MÍNIMOS) 


y 
=F 


Un punto crítico es el lugar geométrico donde la gráfica de una función alcanza un máximo о 
mínimo relativo. 

(a; F(a)) es un punto crítico. Aquíexiste máximo relativo. 

(b; F(b)) es un punto crítico. Aquí existe mínimo relativo 


Dada la función y = РОО, se resuelve la siguiente ecuación F0) = O 


Sea xy la raíz de la ecuación anterior, luego: 
A) Si Fx) «0 entonces FG) es máximo en x = X, 
B) Si FX) »0 entonces FG) esmínimoen xx, 


D F'Geslasegundaderivada dela función F 
FOO) то? + 42-7 
| E 


ii) xgeslaabscisa del punto crítico (xj F(xj) dela función E 


3. CONCAVIDAD EN LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


A. Dada una función y = F(),sucurvaes —— B. - Dada una función y = F(x), su curva es 
cóncava hacia abajo si y solo si su cóncava hacia arriba si y solo si su 
segunda derivada es negativa. 


y 


Р 


4. PUNTO DE INFLEXIÓN EN LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Es el lugar geométrico donde la gráfica de una función cambia de concavidad, es decir de 
cóncavo hacia abajo pasa a cóncavo hacia arriba o viceversa. 
y 


у= 0) 


Si (c; F(c)) esun punto de inflexión de F y existe F” (c) entonces F'(c) = O 


PIN FONDO EB ra 


5. REGLA DE L'HOSPITALL - BERNOULLI 


Consideremos dos funciones derivables (diferenciables) Ру G de modo que la expresión EE 


asuma 1a forma indeterminada $ 6 cundo x = lego para vna антта se 
deriva since a cada iio del expresión 


6. RAÍZ DE MULTIPLICIDAD 
Six = а es una raíz de multiplicidad “К” de la ecuación Р(х) = 0, se debe cumplir: 


Pla) = P'G) = P) = Pa) =. 


аР Ца) л Ра) O 


SUMA DE LAS К - ÉSIMAS POTENCIAS DE LAS RAÍCES EN UN POLINOMIO DE 
GRADO SUPERIOR 


Sea PG) un polinomio de grado n 2 3; de raíces xy, хь, Xo a Xa: 


La suma de las K-ésimas potencias de las raíces de Р(х), k € N, son en forma sucesiva los 
coeficientes de la expresión trascendente que se obtiene al dividir P (x) + P(x) según el método 
de Homer. 


КҮР 
So =x +x +x +... 
S =x + Xa +X; + 


-— 


SA ie 


m 


Sede 


з 


Determine la primera derivada де 
cada una de las siguientes funciones 
A MfG) exea 

B) h= Gen? 

©) f(x) =24 


х2+4 


DES 


E) f) - 2 +x+1 


Suponiendo que: 
IC = intervalo de crecimiento. 

ID = intervalo de decrecimiento, 
Determine el IC y el ID para cada una 
de las siguientes funciones: 

A) FG) e x? - 2x 

B) GG) -1-2x-3x* 

©) Ho) = x*«3x-1 

D) P(x) -x* -8xe1 

E) Qi) =x +x+1 


Determine la segunda derivada de cada 
una de las siguientes funciones: 

A) FO) = 25 

B) Ех) = 3х2 -4x +1 

O FG) ei? + 5x +10 

D) FG) = Qx -1P «x 


E) во) 


4. Aplicar la regla de Hospitall - Bernou- 


lli en cada caso: 


Calcular la abscisa del punto crítico en 
cada caso. 


A) бо) =x +3 

B) g(x) = 2x -4x 
С) Мх)=х?-3х+1 
D) гк) = 202-1 
E) «(x)= x - 32x 


Determine el punto crítico en cada 
caso 


А) FOO «2 -3x+1 
B) FO) = 3x'-x-2 

O FG) = х? «x-12 
D) FG) = 1-x-x* 
E)FG)-2«x-X* 


PROBLEMA 01: Segúnla definición determine f(x), si se tiene quef() 5353... 


Resolución: Según la definición tenemos: 
f(x +h) =5(х + b) +3 = 5x + 10hx+5h*+3 
fx h) -f(x = Sx +10һх + Sh? «3- (5x* +3) 
fGcs b) -fQ) = Sx? +10hx+ 5h? «3-5x* -3 
(осе) f(x) = 10hx + Sh? 


füx-eh)- f) _ 10hx + Sh 


=10х+5һ 


Cuando h +0: Lim 


PROBLEMA 02: Six > 0. Determine f(x) según la definición, siendo: f(x) = ¥ 
Resolución: Según la definición tenemos: 
бово) = Vieh - 


бав) б) _ Ух+В-Ух 

h h 

Al racionalizar el numerador tenemos: 

Ков) бо) _ eh OCS + Vx) 

h + dh 
r s х+һ-х 

Gh ein бш 

EE n 


ho C ГУЧ уз x 
Cuando h +0: F> Er 


MURGA 


PROBLEMA 03: Según la definición determine la primera derivada dela función ffx) = е^. 


Resolución: — Según la definición se plantea: 


fGceh)- f(x) - e^ -. 

f(&h)-f() е 
h ъ 

fo«h)-fG) е (е9 1) 
h h 


f«h)-fo) _ x (e^-1 
кыч [o ) 0 


Nótese que sí h => 0 entonces se cumple que: 
1 
(+m =e 


De donde al transformarse obtenemos: 
ї1+һ=е* 


Ahora en (1), cuando h =+ 0: 
Me 
бо) ет 


PROBLEMA 04: Determine f(x), según la definición, siendo (х) = sen (x) 


Resolución: Según la definición se plantea: 
Коха) о) _ sen(x +h) -sen(x) 

h h 

Con el auxilio de la trigonometria tenemos: 

h 
simo, 2 (3) em) 

h T 


f(x+h)- f(x 


team CALAPENSHKO 


¿FONDO EDITORIAL коро P ALGEBRA А 
Se sabe que Lim (SEBC) 1; finalmente cuando h + 0: 
Lu 
f'G) - 1. cost) 
2 бо) =) 


PROBLEMA 05: Determine la ecuación de la recta tangente a a curva f(x) = x + 3 en x =1. 


Resolución: Según la teoría, la ecuación de la recta tangente “С viene dada por: 
y- fo) = п(х-ху) а 
хо=1 ^ f(xy) =0) =1 +3=1+3 
т = (хо) = 0) ^ f')-2x > m=2 
Finalmente en (1) tenemos: 

у-4=2(х-1) 

у-4=2х-2 

з 12х-у+2=0 


PROBLEMA 06: Determine la ecuación de la recta tangente y la recta normal a la curva: 
f(x) = Yx? +1 en el punto de abscisax =1 —— 


Resolución: беріл condición del problema la recta tangente, así como la recta normal, a f 
pasa por el punto de abscisa x = 1. 
Punto de paso = (1; (1)) = (1; 2) 
Además la pendiente de la recta tangente a f que pasa por el punto de abscisa. 
x=1es: m-fü) 


Haciendo x = 1, tenemos: 
2 
fa=m=2 
msm- 


La ecuación de la recta que pasa por (1; 2) y de pendiente 2 viene dada por: 


team CALAPENSHKO 


LIBRO. 


PROBLEMA 07: Sealafunción: f(x) 


Resolución: 


La ecuación de la recta normal se obtiene de: 
SA ' 

my =z а 
mu e 


Se sabe que m, es la pendiente de la recta tangente y my es la pendiente de la 


recta normal, luego se cumple que: mz.my 7-1 


I SRM ERE 


E > -3х+3=2у-4 
2x1 


Ly :3x+2y-7=0 
[x ixso 
x; x>0 
1, Esbozarsu gráfica. 

П. ifescontinuaen x = 07 


Il. Determine (0°) yf(0"), si existen 
IM ¿fesderivableenx=07 


Según la teoría, veamos cada caso planteado: 


x? i х0 
у=) 
x>0 


П. Veamos las tres condiciones de la continuidad. 
Primero: — f(0)-0 iexistet 
Segundo: лд) = Lim f(x) Lim f() -0. existe 


Por tanto se afirma que f es continua en x = 0. 
Ш. Veamos las derivadas laterales: 


CATAN (C). iis усо 
UL] somme - 597 ы 2 E 


PERTH 100 tip (f 
Р-и ги = (2 ase 


IV. Como las derivadas laterales existen y son iguales, entonces decimos que f 
es derivable en x = 0. mg 


IL. De la gráfica fácilmente podemos reconocer que: 
Lim f(x) = Lim 160 =-1= Lim fo) 


xo s 


{шшш CLIE DEED 


team САГ АРЕМЅНКО 
También, según la regla de f, se cumple que f(1) = —1 
Nótese que: ша(х)=0)=-1 
Por tanto, f es continua en x = 1 
Ш. Veamos las derivadas laterales: 
fürh-fü) у 2-30«5)-CD. 
h her h 


FO) Lim 


Z fa«d)- fa) 41+ 
Gn LS 


газеце ( 


)--um.e-« 


IM Nótese que f(1) = 1), luego es evidente que f no es derivable en x = 1. 
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1. Fácilmente podemos reconocer ques 


De la regla de correspondencia se tiene que: 
(3-0 
Nótese que Lim f(x) = (3), luego f no es continua en x = 3. 


П. Como f no es continua en x = 3, entonces f no es derivable en dicho punto. 


ч 
PROBLEMA 10: Dadala función: f(x) =- x, 
Determine f(0) 


Resolución: Según la definición se plantea: 
коно), 0-0 OD 
h Eo n TES h 
were 1 
пеше л 
h [s beg ry 


f0)« im. 


ЫЕ 
(0) = A 
fO-umhe[i)a m 


Siben-t): —15sen(p)e1 + —b<hsen( ¿Jen 


X 
h 
tim C) tim [hsen[3)] «timo > 0 him 6 «o 
Cms pis been CY) ы каек 
М FATE. » 
Es evidente que. 60) -0, luego en (1) 


^ F(0)=0+1=1 


ах?+Ь; x<1 
PROBLEMA 11: Sealafunción: fx) =| | 


Sif existe. Calcular ab. 
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Por condición f es derivable en x = 1, pues f (x) existe. 
Derivando por izquierda tenemos: f' (x) = 2ах 


Derivando por derecha tenemos: #0) ==, 


20) =P e z- 1>a= а) 


1 
2 
Como f es derivable en x = 1, necesariamente f es continua en x 
Lim f(x) > a+b=1 (2) 


Eg 


PROBLEMA 12: Calculeel valorde*a=b + €; de modo que la función: 
axes ixc-2 
б) = {+ ;-2<х<3 
ax tbr }х>З 


Seacontinua en x = -2y derivable en x = 3. 


Resolución:  Segûn la teoría procedemos con las reglas de la continuidad 
Шт f(x) = Lim. 0 


кэт 
-2а+5=4Ь-2с ээ 2а+46-2с=5 — (1) 
Lim f(x) 


9b«3c-9a43b + 3a-2b-c-0 
Ahora según las reglas de las derivadas laterales: 

F(x =3 = F(x =3) 

2(3)+e = 24(3)+Ь 

6b+c=6a+b — ба-5Ь-с=0 
Efectuando (1) - 2 . (2): 

2а+4Ь-2с-ба+4Ь+2с=5-0 


—3а+8Ь=5 > aa 00) 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 
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PROBLEMA 13: 


Resolución: 


- 
3a-2b-c-6a+Sb+c=0 
-3а+3=0 > a=b u (5) 
Reemplazando (5) en (4): 


Ehe 
4 


Finalmente en (2) tenemos: 


За-2Ь-с=0 — За-2а-с=0 + aei 


а-Ъ+с=® 
1 
Determine: 9 a partir de xy? + xy y + 3 


Reescribiendo la ecuación dada, tenemos: х?у? + ху? - у —3 = 0 
Como la función esta dada implícitamente procedemos a derivar respecto a x: 


dx "dx dx dx 


Ae а, бу) dy p. 
C MD уз, MED M оар 


q 


ETUR 
ap لر‎ л, AY Фу „„ 


Hagamos el siguiente artificio: 


do?) _ фу?) dy _ رو‎ p #2) do) dy ay dy 
dx dy "dx dx 


Ahora en (1) tenemos: 


PROBLEMA 14: six? + y= Be Determine: $ 


Resolución: De acuerdo con la teoría procedemos a derivar en forma implícita: 


do?) ag?) _ @8ху) 
dx dx dx 
2,497) _ 480 
ae, 103. 009, 
ae, 400 dy 


+вх.® 
ау de nay 


mr 
y (GU 


PROBLEMA 15: Determine: $ apartir de: XisenQ) +y os) -2x-3y + 2= 0 


Resolución: Según la teoría, procedemos de la manera siguiente: 
do sen(y)) , dites), dy = o 


dx dx dx 
„ en) „з , diy?) dios) s » 3.9 
2xsen(y) A PEU ری یرہ‎ TET to 2-300 
„ Фвеп(у)) 2 3 PEO de 
2x.sen(y)+ da osla) -sen().y 2-3. 7 =0 
„ en) _ OD A ду 
d еу aa 
« 05) 465 dy зуг ل‎ 
dx dy dx 


2x.sen (J+ cost). 2 cay. D. cos) sen.) -2-3. 


кеш. + ayt сово. -3. = sen (0.y? - 2ке (у) +2 


Сану) езу? cos(0-3. =зеп(х).у*-2хзе(у)+2 


‚ dy _ y'senQ)-2xsen(y)«2 
dx x*cos (y) +3у2 cos) -3 


Resolución: ^ — Redefiniendo la función f, tenemos: 


+4 G3 1 


+5 +5 x5 
*VxeR: Оса e 5$х®+5<= 
tid 1 1 
0555 < 
Xs 5 +з 
ЕРЕ +++ 


25140, ө Tie pra 
Sese | =0, con lo cual f(x) = 0. 


Resolución: беріп la teoría tenemos: 
feros AE ana i qaa 


f(-7*1n7).0-0 
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PROBLEMA 19: Sia, b, cad sonlas raices del polinomio: Р(х) =x% x? + х°-—2х +1 
Calcularel valor deS, siendo: S = a + b? +? + d* Б 
Resolución: Según aplicaciones de la derivada se pide el cuarto coeficiente de la expresión 
trascendente que se obtiene al dividir Р(х) + P0). 
р(х) ex! cx +х®-2х+1 
Рх) н 4х3 -3x* 2x-2 


Según el método de Horne 


PROBLEMA 20: Determine los intervalos para los cuales la función f tiene representación. 
gráfica cóncava hacia abajo y cóncava hacia arriba: 
б) = xî 5x + 9x -2x + Î 
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Resolución: Según la teoría se plantea cada caso. 
L Cóncava hacia abajo: 
Ех) = 4X -15 «18x -2 
f"(x) =12х2 -30x +18 


Por condición f*(x) < 0, esto es: 
12х2 -30х+18<0 
2х2 -5х+3<0 


з 
Qx-3(x-1)«40 э 1х2 


La función f tiene su gráfica cóncava hacia abajo en el intervalo h 


IL. Cóncava hacia arriba. 
£09=4 -15х2 «18x -2 
(а) = 12x* -30x 418 
Por condición f*(x) > 0, esto es: 
12x -30x «1850 
2х2 -5х+3>0 


х-зух-1)<0 + x«l v а> 


La función f tiene su gráfica cóncava hacia abajo en el intervalo 


ede 


PROBLEMA 21: - Si la función РО) = x? = 6x7 + 9x +5 es decreciente en el intervalo (a; b). 
Calculara-b. 


Resolución: Ое acuerdo con la teoría: Fx) «0 
3х2-12х+9<0 = х2-4х+3<0 
(х-1(х-3)<0 = 1<х<3 
La función es decreciente еп: (1;3), es decir a=1 ^ b-3 


2 a.b=3 


on SAADEN SNORT КС EA и 


FROBLEMA 22: 


Resolución: 


PROBLEMA 23: 


Resolución: 


Se desea construir un recipiente cilíndrico metálico de base circular y 800 тї? de T 
volumen. Determine la medida que debe tener la radio de la base para que la 
cantidad de metal sea mínima cuando el recipiente sea abierto. 


А Área total = Área lateral + Área de la base 
A =2xrh +? 


V=Volmen=m?.h > Be. 


(a 


Reemplarando (en (2): A=2m( 5) а 


Pordmov=so0; 4-3608, a 
Como А es función de r: F(r) = 1600r + ar? 

Derivando tenemos : F'(r) = -1600r? + 2r. 

Hallemos el punto crítico: F'(r) = 0 e» -1600r? + 2r =0 


Una rápida inspección permite observar que el valor de “r” evaluado en Кт) 
origina un valor positivo, razón por la cual se puede afirmar que F(1) es 


Observa que al evaluar en x = 0 se obtiene 1. ©, razón por la cual es 


recomendable levantar la indeterminación utilizando la regla de Hospitall— 
Bernoulli, veamos: 


EA] 


e eft‏ کی و 


coma = 1-9 
x EN 
ROBES 

pz 


Observar que: sec?x—cosx = 


team CALAPENSHKO zz 
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PROBLEMA 24: 


PROBLEMA 25: 


Resolución: 


RODO: AZ 

sy osa دته ده‎ (tene) 

Ahora tenemos: L- Lim] SRO оек cor]. yy (LEE eot 
m E eo x (1- cos) ] AA «ойк 


Evalumdo: > 


Calcular P(3), si P(x) es un polinomio de cuarto grado que verifica las condiciones: 
D PQ)-P()-0;P'2)«0 

ID PC1)- 0;PCD «0 

HD Р(1)=16 ^ P(O) = 12 


Por condición: x=2 es una raíz de multiplicidad dos 
x = -1 es una raíz simple 


El polinomio es: Р(х) = (x-3? (x + D. (ax * b) «e 
Haciendo x *1: РО) = 000268 +b) c» 16=Җа+Ь) > a+b=8 
Haciendo x=0: P(O) =C 2PONb) <> 12=4b es b=3 ^ a=5 


Ahoren(): Рх) н (x-2 (+10), Gx«3) 
Haciendo х= 3: Р(З) = (0 . (4). (18) 
A оңз-72 


Рага que valor del parámetro “n” la función: 
FG) = 9x -12x4 5n +2 
“Asume por minimo valor: 8 


La función dada es: FO) = 9 -12x+(5n+2) 
Su 1%” derivada, FO) =18x-12 
Su2 derivada FG: . 
Notar que en (3): F'O) > ОУ x e 2, con lo cual hemos verificado que la función 
FO tiene mínimo. 

Ahora hallaremosel valor de x que hace mínimo a función. 


De (2) se plantea: FG) =0 = 18x-12=0 
De donde obtendremos: х-2 


Wiese) en و‎ a 


== (jale 
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PROBLEMA 26: 


Resolución: 


PROBLEMA 27: 


Resolución: 


EN E MATEMÁTICAS ЧА 


кешенен gia: 
Obuervarquesisx=0 = ro)- © 


Luego por la regla de L'Hospital — Bernoulli tenemos: 


EN (3), _1 1 

= acr тушы 
dg 3 3 
dx 


GG) - 


Ahora evaluamos G(x) en x = 0 


Calcular: L= ip [Lee 


Como la forma es Û podemos dar uso de la Regla de Hospital! — Bernoulli: 


L=Lim| 


сазе) ] 
26-0 


A evaluar, nuevamente obtenemos in forma D ran аш ares 


otra vez la Regla de Hospitall - Bernoulli: 
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4 


Resolución: — Supongamos que: Leti ¡E a) 
Hospitall — Bernoulli: L= i (zen sene) 
em 2 
Evaluando en x = 0: e «з +п?со(0) -m*«n* 


9 


Por condición tenemos: e пї-ш?=9 


2 
Finalmente conseguimos: E= iim = V5 


E-3 
1 
PROBLEMA 29: Calcular; 1. = Lim [cosQX) vasen(bO)* ; abes" 


Resolución: Observa que cuando x = 0 se obtiene la forma 17, luego por el teorema adicional 
podemos plantear: 


ш, 
ае) 


Supongamos que hacemos: 


[teer] 
E x 
Por Hospitali = Bernoulli: 


dien] kj‏ + عور 


1 

Ahora evaluemos en x = 0: 
—sento) + abcos(0) = Lı 
о+аЬЛ=1 + L,-ab 


Finalmente en (1) tenemos: 
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MATEMATICA 1. 


PROBLEMA 30: Esbozarla gráfica de la siguiente función: f(x) = э? + 33- 9x +1 


Resolución: 


Para trazar la gráfica de una función con mayor precisión se procede de la 
manera siguiente. 
L. Intervalodecrecimiento: 
160>0 & 3X «6x-9»0 e х2+2х-3>0 
(x+3)(«-1)>0 «+ x<-3 v x>1 
La funciónes creciente en el intervalo: (æ; 3) (1; ) 
IL Intervalo de decrecimiento. 
f(x) «0 e» 3 6x-9«0 «› х2+2-3<0 
(х+3х-1)<0 ө -3ex«1 
La función es creciente еп el intervalo: (-3; 1) 
Ш. Extremos relativoso locales: 
Го) =0 e 3X -«6x-9-0 6 x +2x-3=0 
(к+3З)(х-1)=0 «+ х=-3 v x=1 
Los puntos críticos son (~3; f(-3)) y (1; (1)), donde: 
(3) = (C3 3-3) -9C3) + 1= -27 + 27 427 +1 = 28 


f0) = 0 30-90) +1=1+3-9+1=-4 
Nótese que fC 3) = 28 es el máximo relativo de la función y f(1) = — 4 el 
mínimo relativo. 
IV. Punto de inflexión: 
f(0-0 ө 6x+6=0 & x 
El punto de inflexión es (~ 1; f- 1)), donde: 
1-1) = CDI «1-2 
Finalmente graficando tenemos 


1434941212 


1. SIE) =3х° +2х. 


Determine FG) 
Ax вд О12х+2 
D)12 +2 E) 12 +2 
2 
a 
p 2-21 
xml 
gi 
3 Si FG) = In GO). Halle FQ). 
м2 вух ol 
x x 
»4 Ex 


4 їн) = 3x + Ax - x Determine: H'(x) 


A)9x +8х B)9X +4х-1 
0)18х+4 
р)9х+4 Ю27х+4 


& SiF(X) = х2 + 2x. Calcular: 


FQ) FQ. 
DE D ©з 
m6 57 


& Si HG) = sen (Sx?) +4. Determine HG) 


A) cos (5x) В) 5хсов(5х°) 
С) 10хсоз (5х2) +1 
D) 10хсоз (Sx)  E)-10xcos (5х2) 
т. SiP} 
x 
Determine F (0) 
2 2 
Ax n ox 
2 2 
05 D-5 
8 
Ап вло [25 
7 
DE 513 


9. Halle el mínimo valor de la función F 
definidapor: FG) = x= 6x +13 


уз B)-3 o4 
0)-4 BE 


30. SiFQ) = sex), entonces: *(3) =: 


УЗ Уз 1 
№2 юз o} 
5 H 
D) в E) % 


tea SAADEN SHKO ma 


н. 


m" 


n 


D 


15 


si r=) 


Calcular F(-2) 
2 3 
BH 8-5 
з 
br: 


SiF(x) = e™*?, calcular: F(0). 


ne B)2e 
D) 2e? 


[or 
go 


La función FG) = 3х2 = 4х + 8 es creciente 
enel intervalo. 


>) 


Hallar la ecuación de la tangente a la curva: 


y= AX + 1enelpuntoP (1;5) 


А)вх-у-3=0 
С)бх+у+2=0 
D)6x+2y-1=0 


Sine Z* / FO) 


B)6x-y-2=0 


E)6x-2y-1=0 


x" + n. Calcular "n" 


sabiendo que la n - ésima derivada de F(x) 


es 720 


A5 
07 
DJ4 


B6 


E) Faltan datos. 


16. ¿Cuál delas siguientes gráficas puede ser la 
gráfica de una función polinomial definida 


asi F(x) =x? +ах+Ь;а*0? 


N Y gy 
YA, LE 
y 


[7] 


D) y, E у 
| А N | : 


17. Calcular: 


ym ш 17 
16 ?ns us 
"mu us 

тї 17 
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18. Obrenerel máximo valor dela función: 


ÁLGEBI 


а Deci apar 
KN =1+6x= 0 


335 + 20у ay = 10 
D Ba on T 
05 Ез y Ey 
19. Con respecto al problema anterior. ¿Cuál es с) Y 186 -6xy 
elmínimo valor de F(x)? Y 
7180 y yis" -6y 
А-9 B)4 97 ب ل رر‎ gy 
D)-7 юю ey A 
M. Seala función: 
20. Si Р) = }х+ УХ. Calcular: РО) 
160 = 
ГА EXE 3 1 
a 342 el bx-3 ix2-] 
юз; D ©з r 
5 E Determine los valores de “a” y "b" de modo 
Dr DE que fsea derivable en todo su dominio. 


ae 
21. Sia e R' СаісшагР (2а), зі РО) «3y 
E 


25. Calcular la suma de las cuartas potencias de 


Dr mi os las raíces dela ecuación: 
16% 16 x -x-x3-0 
D E- 
№4 B-4 сю 
D)-10 E12 


22. Determine la mayor abscisa de los puntos 
de inflexión de la curva descrita por la 


función: 
21 
2 
до D 9s 
D) Es 
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Сывко 
27 Sea: 
FG) 
Marcar verdadero o falso en: 


(O Tienen mínimo relativo en x = -1 
(D Tiene raíces reales 
() Sumenorraíz está ubicada en (-3;-2) 


AVEF 
Dvw 


BRE СУРУ 


E)FFF 


28, Seala función polinomial: 
FO) o2 e 3*1 
in qué intervalo a función es creciente? 


A) (а-о oen) 
1) o (Ore) 
1) 01/2540) 


E) (j-4) o 3-1) 


жо: 


indique el valor de verdad de: 

C) Fescreciente (v; -1) 

( ) Escontinua en [0; 1/2] 

( ) Esuna función paren su dominio 


кон E 
Maa 


AWE BW OFFF 
О) РУ EFE 
30. Calcularel valor dela derivada de la función: 
1 
rwt 
enel punto de abscisa x = 2 
1 1 1 
А-5 D-5 9-4 
1 
[DI DH 


31. Determine la altura “h” de un cilindro recto. 
que tenga la superficie lateral máxima; 
inscritoen una esfera de radio R. 


һе mh-m2 On-R 


ELS -2 
Dh-i EJh=3R 


32 Un arrendador ha adquirido un nuevo 
edificio con 100 departamentos para rentar 
y encuentra que entre más unidades x que 
quiera rentar, más deberá ser su precio 
Р(х), deacuerdo ala fórmula: 

Р(х) =180-1,2x ^ 0 <x< 100 

¿Cuántas unidades debía rentar y a que 
precio para maximizar sus ingresos? 


A)75;90. 
0)80;60 


в)70;95 0)40;25 


E)10;20 


зз. Un rectángulo con lados horizontales y 
verticales tiene un vértice en el origen, otro 
еп el eje de las x (rama positiva), uno más 
enel eje positivo de y y el último en la recta 
cuya ecosción es: 2x + y = 100, ¿Cuál es la 


máxima área del rectángulo? 
A)1000u? — B)225 c)1200 
0)1250 091300 


M. Caleularel valor aproximado de: 


Тах 
Cuando х seaproximaa 1 

A0 Be or 
02 юа 


35. Se tiene una hoja rectangular de papel, de 
lados 8 y 15 pulgadas, se desea hacer con 
ella una caja sin tapa, cortando en sus 
esquinas cuadrados iguales y doblando 
convenientemente las partes restantes. 
Determinar el lado de los cuadrados que 
deben ser cortados de tal manera que se 


obtenga el mayor volumen posible. 
A)5/3 B)5/2 02/3 
D)3 E)2/5 


юз B- Oa 
Di E) dabe 
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E 


E 


а 


Determinar la mayor área posible de un 
triángulo ísósceles cuyo perímetro es 18 
pulgadas. 


A93 B6 o 
D) 26 E)4,5 
Determine el valor máximo de: 


A 


1 

82 © 

2/2 
Calcular mn, siel polinomio: 
рх) = таб + пх? +1 

Чепе1 como raíz doble. 
A6 9-6 o12 
D)-12 E)-18 


Siel polinomio: Р(х) = x + ax? + 12x + b, 
admite un cero real doble. ¿Cuál es el 
menor valor entero positivo que puede 
asumir*a? 


A6 
D)7 


B)5 os 


Bs 


Grafique: Р(х) =x'- ах? indique el valor 
deverdad. 

С) Fescrecienteen (0) 

С) Fesdecrecienteen(0;3) 

С) Feserecienteen (3; o) 


ADFFF 
D)VFF 


BW 


ALGEBRA 


42. Hallar las dimensiones del rectángulo de 
mayor área y con los lados paralelos a los 
ejes coordenados que pueden inscribirse en 
la беша limitada por las dos parábolas: 

Зу=12-х°; 6y- x! -12 
Indicar la suma de tales dimensiones (base 
yaltura) 


DJ4 


в)2 


4. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de 
texto impreso, Los márgenes superior e 
inferior deben tener 2 cm cada uno y los 
laterales 1 ст. Calcular las dimensiones de la 
hoja para que el gasto de papel sea mínimo. 


Ajécmy4cm — B)7cm y 3em 
©)8ст y 4em 
D)Sem y 10em — E)Scm y 8cm 


4 Calcular tim (87299) ; a en 
UA x 
A inab) Bab — Clna-b) 
ed o =з 


45 SEFO) = 2x +3 y к) «8 
Entonces: (0) es igual a: 


PH 
D)4 


5i ©з 


55 


48. Dadas las funciones definidas por: 


[S 
Calcular el valor de ^a" para. 
(6870—30 


que se cumpla. 
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LIBRO. 
а. 
4T. Calcular: Lim 
ol 1=cos(/7%) 
Donde “е”, es la base de los logaritmos ne- 
perianos. 
A1 ©? 
E, 
D)4 БЕ 


48, Dado: F(x) = x Inx, hallar: f 


Observación: fff -» n-ésima, 


N-O -— B)X9D! ©) -209 


(971 E 


Si 
L= Lim (а 

Calcular: Y 

A 5) Va 


para que pase por el punto P(-1; 1) y tenga 
à)-10 n ов 
D) £)14 
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* Reconocer proposiciones simples y compuestas. а 
+ Construirtablas de verdad para fórmulas moleculares. 
+ Reconocer, transformar y construir funciones proposicionales.. 


GEORGE BOOLE 


(Lincoln, Reino Unido, 1815 - Ballintemple, actual 
Irlanda, 1864) Matemático británico. Procedía de una familia. 
venida a menos y tuvo que desestimar la idea de convertirse. 
en monje al verse obligado a mantener a sus padres. 


A los dieciséis años enseñaba matemáticas en un colegio 
privado y más tarde fundó uno propio. A los veintecuatro 
años, tras la publicación de su primer escrito, pudo ingresar en 
Cambridge, pero desestimó la oferta, de nuevo a causa de sus 
deberes respecto a su familia. En 1849 fue nombrado profesor 
de matemáticas del Queen's College, en Cork, donde 
permaneció el resto de su vida. 


El gran descubrimiento de Boole fue aplicar una serie de símbolos a operaciones lógicas y hacer 
que estos símbolos y operaciones -por elección cuidadosa- tuvieran la misma estructura lógica que el 
Álgebra convencional. En el álgebra de Boole, los símbolos podían manipularse según reglas fijas que 
producirían resultados lógicos. 


En 1854 publicó Investigación sobre las leyes del pensamiento, libro que trataba por completo de 
la lógica simbólica y su álgebra. La influencia de esta lógica matemática sobre las matemáticas 
modernas tendría una evolución lenta: si en un primer momento no parecía más que un intrincado 
juego de palabras, más adelante se vio que era de lo más útil, y hasta completamente indispensable 
para conseguir la matemática lógica. Boole se casó ala edad de cuarenta años y tuvo cinco hijas, a las 
quenollegó a ver adolescentes. 
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LIBRO D MATEMÁTICAS А 


1. ENUNCIADO: Es toda frase u oración en un 2. PROPOSICIÓN: Es todo enunciado de tipo 


lenguaje preciso. informativo, es decir puede ser calificado 
Algunos ejemplos son: como verdadero o falso. 

a. Te estoy esperando. Algunos ejemplos son: 

„ом 2.7 esun nümero par. 

e. Judith estudia. t. I 2-12 


4, PROPOSICIÓN SIMPLE (P. S.): Llamada también proposición atómica, es la proposición que contiene 
una sola afirmación, se representa por letras minúsculas. Algunos ejemplos son: 

tyes una niña inquieta. 

scares arquitecto. 
ri Marcelina es ama de casa. 

2. PROPOSICIÓN COMPUESTA (P. C.): Llamada también proposición molecular, es aquella que está 
formada por dos o más proposiciones simples o la negación de una proposición simple. 


Es una representación simbólica de alguna palabra que sirve para ligar dos proposiciones o negar 
una proposición. 


1. NEGACIÓN (-): Se utiliza para indicar el cambio de un contenido afirmativo a un contenido 
negativo o viceversa. Su tabla de verdades la siguiente: 


Algunos ejemplos son: 
ا‎ E pilaa 
اتا ان‎ ~p: Juan noes profesor. 
Flv] 9: Oscar es ingeniero. 


~q Oscar noes ingeniero. 
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2. CONJUNCIÓN(»): 
Sean p y q dos proposiciones; p ^ q es la proposición 


compuesta llamada conjunción que se lee "p y q” y es 


verdadera si ambas proposiciones son verdaderas, en 


cualquier otro caso es falso. Su tabla de verdad es la siguiente: 


Algunos ejemplos son: 
а, Gauss y Villarreal fueron matemáticos, b. ISesmüliplodeSy2 
P: Gauss fue matemático p:15esmultiplo de S...) 
4: Villarreal fue matemático. 15 es multiplo de2...F) 
Luego por la tabla p ^ qes verdadero: Luegoporla tabla p ^ qes falso 
pra pra 


3, DISYUNCIÓNINCLUSNAO DÉBIL (v): 
Sean pyq dos proposiciones, pvqes la proposición compuesta. 
llamada disyunción inclusiva que se lee “p o q” y es falsa si 
ambas proposiciones son falsas , en cualquier otro caso es 
verdadera. Su tabla de verdad es la siguiente: 


4. DISYUNCIÓN EXCLUSIVA O FUERTE (A): 
Sean las proposiciones p y q; р А qes la proposición compuesta 
атада disyunción exclusiva y se le reconoce por que el 


término sugiere que la verdad o falsedad de una proposición es 


incompatible con la verdad o falsedad de otro. Su tabla de 


verdad eslasiguiente: 


5. CONDICIONAL(=>J: 
Sean las proposiciones py q; pqs la proposición compuesta 


llamada condicional que se lee "si p entonces q” donde p es el 


antecedente yqel consecuente, Una proposición condicional 
es falsa sólo si el antecedente es verdadero y el consecuente 
falso. Su tabla verdadera es la siguiente. 
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в. BICONDICIONAL(): ES 
Sean las proposiciones p y q; p €» q es la proposición [viv] v 
compuesta llamada bicondicional. Una bicondicional es УКЕ 
verdadera sólo si ambas proposiciones tienen el mismo valor rv|r 
deverdad. Su tabla de verdad es la siguiente: FE v 


1. TAUTOLOGÍA: Consideremos la siguiente 2. CONTRADICCIÓN: Consideremos la siguiente 
proposición compuesta (rp - q)» p]-»a proposición compuesta. = [ip v +» (a v p] 
cuya tabla de verdades: cuya tabla de verdad es: 


Observa que la Proposición: compuesta Observa que la proposición compuesta 
кп Eag унды, ы resuelta siempre falsa, luego decimos quela 
lel valor de las componentes, luego $; dicció 

quesetiene unataitología oley lógica. popoean ELT med 


CONTINGENCIA: 
Consideremos la siguiente proposición compuesta p» - q 
cuya tabla de verdad es: 


Observa que la proposición compuesta contiene indistinta- 
mente valores verdaderos y falsos, luego. decimos que la 
proposición es una CONTINGENCIA. 


Siendo p, q y r proposiciones, tenemos: 


1) IDEMPOTENCIA 2) ASOCUTWA 3) CONMUTANVA 
1A. pvp=p 24. pv(qvr)e(pvq)vr ЗА. pvqeqvp 
18. рлр=р 28. pA (qn) e (pag) ^r 38. рла=ала 


team CALAPENSHKO. 
"FONDO EONORALKODO E = И ALGEBRA | Ф 


4) DISTRIBUTIVA 
AM pv(qor)e(peq)^(pvr) 
4B. pA(qvr)s(p^)v(par) 


5) DEIDENTIDAD 
SA. pvFep. 

SB. pwev T) DED'MORGAN: 
5с.рлУ=р ТА. -(pvq)e-p^-q 
5D. paF aF TB. ~(paq)=~pv-q 


Todo proposición simple asigna a un sujeto particular una determinada propiedad. 

Si"p"esla propiedad denotamos соп P(x) al conjunto de todas las proposiciones que se obtienen 
al sustituir el sujeto variable (x) por un individuo; quedando definida una función proposicional c o n 
una variable. P(x) es una función proposicional, carece de sentido decir que es verdadera ıo falsa; pero 
сада (x) particular se convierte en proposición. 

PROPIEDAD: 

Dado un conjunto A y sobre el una función proposicional Р(х), P(a) tiene la propiedad de ser 

verdadero o falsa para todo ac A. 

OBSERVACIÓN: 

A paniir funciones proposicionales se pueden obtener proposiciones generales mediante el pro- 

ceso lógico denominado CUANTIFICACIÓN, 


Son expresiones que denotan cantidad y que al ligarse con funciones proposicionales forman 
una proposición. 

1, CUANTFICADORUNVERSAL (У): Se utiliza para indicar que la variable de la función proposicional 
puede asumir todos los valores del conjunto dado . 
El cuantificador universal se simboliza con Y y se lee asi: 
"Para todo" 

2, CUANTIFICADOREXISTENCIAL (3 ): Se utiliza para indicar que la variable de la función proposicional 
puede asumiral menos uno de los valores de un conjunto dado. 
El cuantificador existencial se simboliza con 3 y selle asi: 
“existe al menos un” 


OBSERVACIONES 

A) Para el cuantificar universal Y, la proposición será verdadera si la función proposicional es 
verdadera para todos los elementos del conjunto de referencia. 

B) Para el cuantificador existencial 3, la proposición será verdadera si se encuentra por lo menos un 
elemento del conjunto de referencia que hace verdadera la función proposicional. 


А. PARA EL UNIVERSAL B. PARA EL EXISTENCIAL. 

= Gx: px) = (Yx += p(x)) 
Ejemplo: 

“Algunos hombres son virtuosos” 


“Todos los hombres son mortales”. 


Simbolizando: Yx: Р(х) Simbolizando: 3x: Р(х) 
Negando:~ (V x: POD) Negando:- Gx: PG) 

“Algún hombre no es mortal". “Todos los hombres no son virtuosos” 
Simbolizando: 3x:- PÛ) Simbolizando: v x: - Px) 


DEFINICIÓN 


Dos proposiciones se dice que son lógicamente equivalentes si los resultados de su tabla de verdad 
son idénticos. Si py qson proposiciones equivalentes, se denota: p= q. 


Veamos la tabla de verdad de: p--» q. 


npoqe-pvq 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 


team CALAPENSHKO 
FONDO. 


¡ERCICIOS DE APLICACIÓN: 


1 


Escribe (E) si es enunciado o (P) si es 
propo- 

sición, según corresponda en la oración. 
A.Teextraño 

B. Juan y Carlos son hermanos. 
C. Mayo tiene 30 días. 
D.3+3<5 

E. Estudio es progreso 


Escribe proposiciones simple (ps) y 3 
proposiciones compuestas (pc) 


Determine el valor del siguiente 
enunciado 


"si 6+ V32 = 4, entonces 25 +1> 4/64" 
Resolución: 


4. Seanp,qyrproposicionestalesquepes — | 
verdadero, ез falso y res falso. | 
Determine el valor de verdad de la | 
proposición: (руффлг | 
Resolución: 


tter.com/calapenshko 


& Para cada proposición dada reconoce si 
es tautología, contradicción o 
contingencia. 


L [(- p) vg^-a]2- P 


IL(pa-q) e C pvq) 


Шр > (rv - q) 


6. Simplificar en cada caso: | 
A-py- (Aq) 
B.[p C pag] [- a^ - 7] 
C- (p C p^ - 9) ^ (p^ (pv q0] 


D.K-pvQv[e- Q^r]^a 


Epa) 
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PROBLEMA 01: 


Resolución: 


PROBLEMA 02: 


Resolución: 


FROBLEMA ОЗ: 


Resolución: 


Sean: p: Trabajo mucho. 
q: Aprobaré mis exámenes. 
r:Iréala Universidad: * Tm 
Expresar simbólicamente las siguientes proposiciones: 
а) Trabajo mucho yaprobaré mis exámenes. ) 
b) Sitrabajo mucho, iré a la universidad. E A 
©) Iréala universidad siy sêla si trabajo mucho y apruebo mis exámenes. 


Deacuerdo con la teoria tenemos: 
а) pq b) por gro pag 


Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones: 
а)514+3 = Sentonces3 +3 = б. 
b)Noes verdad queS + 5 = 8siysólosi6 + 6 = 14 


Para cada caso tenemos: 


а)р:4+3=8| ia) 

pa өч 
ч:з+з=6| 4:6+6=14 

® ® © o 

® O 
+ La proposición es verdadera. Finalmente: -(pe»q) 

iov 

e 


La proposición es falsa 


Determine el grado de validez de p, q ут. Sila proposición: 
C pag res falsa. 


De acuerdo con la tabla dela condicional: 
(- p^ q) debeser verdadera y falsa. 
Ahora como (~pa д) esverdadera, necesariamente se cumple que: 


~pesverdadera; luego pes falsa. 
También que: qesverdadera. 
Finalmente: — pesfalsa (F); qes verdadera (V) yresfalsa (F). 


| 
| 
| 
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PROBLEMA 04: 


Resolución: 


PROBLEMA 05: 


Resolución: 


PROBLEMA 06: 


Resolución: 


Determine el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados: 
L 227, esunaproposición simple. 

IL 3x+2=10,esuna proposición simple. 

HIL2x+357,esuna proposición compuesta. 

IV. 5+4<6, es una proposición compuesta. 


De acuerdo con la teoría tenemos: 
L  Esfalso.Porque setrata dela negaciónde2 = 7. 

IL Esfalso.Porque no podemos determinar el valor dex. 

Ш. Esfalso. Porque no se precisa el valor dex. 

IV. Verdadero. Porque se puede descomponer en proposiciones simples, 


veamos: 54446 e 5+4=6 v 5+4<6 
Р 4 


Si*p"y"q son proposiciones falsa y verdadera respectivamente. 
Determine el valor de verdad de cada una de as siguientes proposiciones: 


L (уф эр ш. -qop 
Ш. -poq N -p> (рле), 
Por condición: — p:F y q:V 


En cada caso sustituimos los valores y tenemos: 
L(pvq-p M-q>p  IL-poq 


ROV ORO FOE у у 
Ай. ® ® 
© La proposición La proposición 
La proposición — es verdadera. = es verdadera, La proposición 
es falsa es falsa. 


Sila proposición (p ^~ q) -» (p >1) es falsa. ¿Cuál esel valor de verdad de 
la proposiciónr= 9? 


Por condición: — (рл-ф)—э(р—эг) 
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MATEMÁTICA I 


Finalmente: rq 
Е Е 
® 
+ La proposición es verdadera, 
PROBLEMA 07: Sisesabequesntesverdadera, r++ ses falsa, p > qes falsa, =p v res falsa, 
Determinar los valores de "p", "q", "s,s" y “t”. wom! 
Resolución: Completando los valores de abajo hacia arriba. 
Ls^t XE poq Ш-руг 
00 © ® ® ® 
v F F 
Ahora tenemos:  s:V,t:V, p:V ,qiF,r:F 
Comprobando con: r +> s 
F 
PROBLEMA 08: Determine la forma más simple de: p * (p*q), si: 
Resolución: 


Una minuciosa inspección a la tabla dada permite asegurar que esta corres- 
ponde a la negación de la disyuntiva débil, luego: 


-(pvq) 


(pvI- (pv) 
Ipv(- pa-q 
I(pv - p)^(pv 91 
(pv-q) 

paq 


Por leyes lógicas: 
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PROBLEMA 09: 


Resolución: 


PROBLEMA 10: 


Resolución: 


PROBLEMA 11: 


'Simbolizar lógicamente la expresión “Juan Pérez saldrá elegido y será 
congresista si, y sólosi obtiene apoyo en su provincia”. 


Deacuerdoconel texto podemos identificar as siguientes proposiciones: 
p: Juan Pérez saldrá elegido. 
q: Juan Pérez será congresista. 
r: Juan Pérez obtiene apoyo en su provincia. 
Ahora eltexto tiene la siguiente forma: 
Juan Pérez saldrá elegido y será congresista si, y sólo: 
D П 
obtiene apoyo en su provincia. 
Y 
2. Fórmula molecular; (pA q) «эг. 


Dadas las funciones proposicionales: 


POX =16 — qü)x-4-8. г) =x -5>2 зх) = FF 20 
Determine el valor de verdad de: 
DE pl) ^q) C3) 1) pv es ED) 


En cada caso es necesario determinar el valor de verdad de cada función 
proposicional según el valor asignado a su variable. 


Dp():4-16 (У); ID р(3):32=16 (Р; 
q(3:3-4-8 (Р) 1(3):32-5>2 (№; 
s(-3: 373 2 0(V) жс): V73 20 (V) 


Ahora tenemos: Ahora tenem 
EP A) sC3) PO) v {r(3) +» sCCD) 


۹9 Ки: 


y 


2 La proposición es verdadera. 2. La proposición es verdadera. 


Sabiendo que::?sa>-a<x<a, Ya eZ” se plantea: 

siB=(x € Z | -3 <x <3), se pide establecer el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

1. vxeB,secumplequex^s16 IL 3xcB,talque:2x 43-5 


cg 


tea E 
m C ALAPENSHÉG, 


PROBLEMA 12: 


Resolución: 


PROBLEMA 13: 


Resolución: 


PROBLEMA 14: 


== 
Para cada uno de los casos citados se tendrá: 
L х2516 >-4<x<4 C$.-1-4-3;-2;-1 ; 2; 3; 4} 


Fácilmente notamos que: B c C. S. 
2. Vx € B, se cumple : x? < 16 es verdadera, 
IL2x43-5 92x52 = х=1 
Al inspeccionar los elementos del conjunto В descubrimos que al menos 
un valor de х, que pertenece a B, satisface la igualdad, 
+ 3x eB, tal que 2x + 3 = 5 es verdadera, 


БЕА = {1;2;3; 4; 5) determine el valor de verdad de las proposiciones: 
L3XEA|x+3=10 IL3xcA|x4345 Ш.ухєА:х+2<6 


Analizando cada caso tenemos: 
L x+3=10 > x=7. 
Observa que 7 e A, luego la proposición es falsa. 
I. х+3<5 > x«2 
Observa que al menos un valor de x є A, esto es x = 1, satisface la 
desigualdad obtenida. Por tanto la proposición es verdadera. 
Ш. х+2<6 > x54 
Observa que no todos los elementos de A satisfacen la desigualdad 
obtenida, luego la proposición es falsa. 
Siz A = {1; 2; 3; 4; 5} proporcione el valor de verdad en cada caso: ^ 
L3xeA|x*3510 ILVxeA3yeA[x*ys7 ll.VxeA:x4 448. 


Analizando cada uno de los casos tenemos: 
L x+3510 + x<7. 
Observa que al menos un elemento de A satisface la desigualdad 
obtenida, luego a proposición es verdadera. 
П. хе (1;2;3;4;5) ye (1;2;3;4;5) 
Vxsi3y tal que cumplex + y 7: verdadero. 
Ш. х+458 > x54 
Observa que no todos los elementos de A satisfacen (x = 5) la 
desigualdad obtenida, luego la proposición es falsa. 


Sea: A= (1,23) determine el valor de verdad de las siguientes expresiones: 
L3xeA VyeAlé<y+1 — П. УхеАзуєА| YZ 0 
TL3keA3yeA VzeA|x t y <2 


Deacuerdo con las proposiciones, consideremos: 
xe (1,23), ye (12,3), ze (1;2; 


53} 
gu 
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L| Vysi3x; quecimple: x? <y + 1. La proposición es verdadera. 
Ш. Vxsi3 y; quecumple:x? + y? < 12. La proposición es verdadera. 
ш. Vzno3xni3y; quecumple:x? + y" < 2х°. Por ejemplo: 


Siz=1tenemosx? + y? < 2, luego fácilmente notamos que no existe 
xe (1;2;3) niy e (1;2;3) que satisface la desigualdad. 
La proposición es falsa. 


PROBLEMA 15: Negar la siguiente proposición “para todo número racional Y existe un 
námeroenteron tal quens < n + 1" 


Resolución: Mediante un lenguaje simbólico notamos que se pregunta por Т, donde: 
T--IvreQ;3neZ|(nsrA г<п+1)] 
Te3reQ;vneZ|- (n$r^ rene) 
2 Te3reQ; VneZ|n»rA rzn41 


PROBLEMA 16: Dadas las proposiciones: 
p:GxeN[xe2-5) AVi EN, x! > x) 
q:(Yxe2;-a«0) v xeZ|-x- x) 
ri3xeR[Vzx eR 
Indicar el valor de verdad de sus negaciones. 


piyxeN[x«245) v (2x eN x! 5x)... La proposición ~p 
(0) ез verdadera. 
I-qiQaeZ,az0)viyxeZ|-kex) 2. La proposición ~ q 


Resolución: D 


© es falsa. 
Mr: vxeR| VIER ^. Es evidente que esta 
proposición es falsa. 
|PROBLEMA17:  Simplifcar: [р (-paq)] »[- q^- Pl КАТЫР 
Resolución: Dondo uso de las leyes lógicas procedemos de la manera siguiente: 
1р Cp^g-(C-qa-p) 
Condicional: A) 
x -p-i-q^-pl 
-pot-p^-qdi 
pvi-pa-al 
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PROBLEMA 18: 


Resolución 


PROBLEMA 19: 


Resolución 


PROBLEMA 20: 


Resolución: 


Distributiva: Conmutativa: -qvp 
Complemento: Condicional: чәр 
Identidad: 

Simplificar:- [P> (ерла) (p^ (ру Q1 


Dando uso de las leyes lógicas, tenemos 
Ip >t- p^-qD^(p^(pvq)] 

ARE pagal papy g) 

“EPA 

-F 


Finalmente obtenemos: V 


Condicional: 
Absorción: 


Complemento: 


Simplificar: (p+ Ф +p] > (q-»J. 


Dando uso de las leyes lógicas tenemos: 
1р Фрі ap) 


Condicional; (AMENA 
Condicional; ECPDV AS Carp) 


Црл- фур) +(- qvp) 


Conmutativa: Ipv(p^-q)- C qvp) 


Absorción: Pan) 
Condicional: -pv(-qum 
-pv(pv-q) 
Asociativa C pvplv-q 
Complemento: Vv-q 


Finalmente por identidad obtenemos: V 


Si & es un operador lógico definido por: p # q= (рл д) > (p vq) 
¿será p # quna tautologia? 


Elaborando la tabla de verdad para la fomula [NEEDE 
proposicional dada, tenemos: E NL Y 
vr| уу 

En efecto: p q es una tautologia. |r v| к |v| v 

rr| r [v| F 
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PROBLEMA 21: 


Resolución: 


PROBLEMA 22: 


Resolución: 


“FONDO EDITORIAL KODO: 


verdadera. Entonces podemos afirmar que: 
A)Aprobamosynoestudiamos В) Estudiamosynoaprobamos 
C) Estudiamos y aprobamos 

D) Estudiamos o aprobamos. E) Aprobamos o no estudiamos 


Damos nombres a las proposiciones: р: Estudiamos $: Aprobamos 


No es cierto que estudiamos No aprobemos 
кла Tq 


Del enunciado del problema se tiene que: 
-pa-q (Es verdadera). 


Con lo cual: -p=V > p=F 


-qaF qeV 


De las alternativas: A)qa-peF В)рл-9=Е  Cipaq=F 


Si la proposición: “No es cierto que estudiemos y no aprobemos" es. 


D)vqsF E)qv-peV 


2 Cumple la alternativa E. 


Calcule el circuito más simple equivalente de: 
سم اه‎ 
-р—4. e 

JE F à 
~p 4 


[ar vC p^g)l^C- ava) 
Eerad ^ V 


Ep 
d 


twitter.com/calapenshko 
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FROBLEMA23: Simplificarelesquema: E= [(-p^ q) + (q+ pJ1AP: 


Heidi) IC pvq)+ (q+ p}lnp Condicional. 
Qcpvq-»Cqvplap Condicional 
[-CpadjvC-qvplap de Morgan 
(у - vC avp)^p. Identidad 
(pv-q)^p Conmutativa 
рлу -9 Absorción 
[] 


PROBLEMA 24: Indique el enunciado lógico querepresenta al siguiente circuito: 
^P. 


Resolución: Del circuito obtenemos: 
(AMADA pv = qa -р 
(СРУ ФУ ру -9)л-р 
pvo p 
lPACPV-9) 


PROBLEMA 25: Calcule el equivalente de: 
M (qv [vd aha) > P>] 


Resolución: Analizamos el problema por partes: 
Pi: {avl(rvD^ql  Conmutativa 
{ауа л(гу 0р Absorción 
q 
P.i(ps-q)-(p-^q)] Condicional 
I(pa-q)-»i-pvq) Condicional 
Epa- vE pvq)] Morgan 
[(-руду(-руф} Idenpotente 
-Pvq 
Finalmente se tiene que: 
M=P, AP, 
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M=qa pyg) C 
M-q^(qv-p) А 
M=q 


PROBLEMA 26: Simbolice correctamente: "No estudie para el examen final porque trabaje y 
hasta tarde; ya que llegaron muchos clientes”. 


Resolución: Damos nombres a las proposiciones: 
Estudie para el examen final. r: Llegaron muchos clientes. 
|: Trabaje basta tarde 
Expresamos simbólicamente el enunciado del problema: 
"No “p” porque "q"; ya que г”. 
Ebo 

[EET] 

r++) 


La sigulente expresión es verdadera: "Si Juan no esta enfermo o estudia el 
sábado en la noche entonces esta enfermo”. ¿Cuál de las siguientes afirma- 
ciones es correcta? 

a) Juan estudia Sábado en la mañana. b) Juan esta enfermo. 
с) Juan no estudia el Sábado. 

d) Juan va al médico. €) Juan no está enfermo. 


Resolución: Damos nombre a las proposiciones: 
p: Juan está enfermo 
Ч: Juan estudia el Sábado en la noche. 
Expresamos simbólicamente el enunciado del problema. 
Si no "p" o “q” entonces “р” 


nbiulorsil 


-(Cpvqwp Morgan 
(p^-d)vp  Conmutativa 
pv(P^-d) -Absorción 


D 
Como p es verdadero, finalmente se tiene que: Juan esta enfermo" 
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Resolución: 


PROBLEMA 29: 


Resolución: 


FROBLEMA 30: 


Resolución: 


LIBRO SST Р MATEMÁTICAS 


Sedefine:p£ q=-pAq; pOqepv-q. 
“Además la proposición: ~ [(q # р) > (q 0 r)] es verdadera. Calcule los 
valores de verdad de p; qyr respectivamente. 


Se puede deducir que: pêq = - (p#q) 
Del problema: -[(q#p) >(490] 
Aplicamos leyes lógicas: 
-[(q*p) (4011 Condicional 
=i- (a4 p)v(q97)] 
-[-(q*p)v -(q&r)) de Morgan 
(айр) ^ (q&r) 
(C q^p^(-q^r) 
EUIS 
Como la proposición final es verdadera, entonces deducimos que: 
peV; quF; r=V 


Encuentreel equivalente ala siguiente fórmula lógica: е 


(GA PAP) 


Aplicamos leyes lógicas: 
> (4= р)л(- С p)v =q! de Morgan 
(-qvpl^t- C p)v -q) Involución 


(-qvpl^tp v-q) Conmutativa 
(av palav p Condicional 


чәр 


Hallarel valor de verdad dezA = (1;2;3) en: 
L -BxeA/x-4] 

JL -[vxeA/x*1»3] 

Ш. -[VxeA/x42- 5] 


Para cada caso, según la teoría tenemos: 
D УхєА|х2 24 (Falsa porque no cumple para x = 2) 
I) 3xeA|x+123 (Verdadero porque cumple para 
Ш) 3x € A|x+2%S (Verdadero porque cumple рага 


10 para x 
10 para x 
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1. Delenunciado: 5 
"No es cierto que Carlos sea escritor y по 
sea poeta" es equivalente a: 


А) Carlos es poeta y no es escritor. 
B) Carlos es poeta o escritor. 

С) Carlos es poeta ono es escritor. 
D) Carloses escritor o no es poeta. 
E) Carlos es poeta yes escritor. 


2. Lanegaciónde: 6 
Ni Elizabeth estudia matemática ni 
atiende ala clase es: 


A)No es cierto que, Elizabeth estudie 
matemática y atienda ala clase. 

B) Elizabeth atiende a la clase y estudia. 
matemática. 

С) Elizabeth no atiende a la clase o no у 
estudia matemática. 

D) Elizabeth atiende a a clase o no estudia 
matemática. 


E) Elizabeth atiende a la clase o estudia 
matemática. 
& 
3. Aldesarrollarla tabla de verdad de: 
de (pra) 
El número de valores verdaderos en el 
operador principal es: 
мо 51 o2 
03 E 
4. De: [-(pvq)v(po Ф1л(рэд) 
Seafirma que: 
D 
A) Estautológico 
B) Escontingente. 
C) Es contradictorio 
D) Faltan datos. 


E) Ninguna de las anteriores. 


Indicar los valores de verdad de las 
siguientes proposiciones. 

L (2+7=9)у(6-2=5) 
(4-322) (2-721) 
IL 447 7)^(6-2» 3) 
N (3x4=10) 6 (94-3) 


AW 
D)VFVF 


B)VWVEV С)УУЕЕ 


EVWF 


Se define el operador & por: 
pfqe-pvq 
Hallarel equivalente a: 
(p&-Q(f-p 


A)-pvq 
D)p^q 


B)pe-q — O-q^p 


E) Tautología 


Sila proposición: (= р ^ = д) + ~r es falsa, 
Determinar el valor de p, дуг 


AJEVE 
D)VFF 


BOW — OFFF 


E)FFV 


Aplicando equivalencias lógicas, simplifi- 
car lo más posible la siguiente proposición: 
avbvo 

as ([p-»(q^-D]^[p^(q0]) 
bel(paqA(pva) 
estralrvgap] 
B)-Pvq Орла 
E-peq 


A)-p^Aq 
D)-(p>9) 


Simplificara su mínima expresión: 
~i padapa] 
&-q3P 


Opa 
D)-p^-q 


B)-pv-q 


Bp^-q 
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10. Simplificar la expresión: 
p-ap 


Apv-q Врла ©) -руҷ 
D)-pa-q Юрэ-9 
NIEGA LAS SIGUIENTES PROPOSICIONES. 


11. Algunos alumnos no estudian. 


A) Todoslos alumnos no estudian. 
B) Algunos alumnos estudian. 

C) Ningún alumno estudia. 

D) Todos los alumnos estudian. 
E) Ninguna de las anteriores. 


12, Todoslos hombres son honestos. 


A) Los hombres son deshonestos. 
B) Todos los hombres son deshonestos 
C) Algunos hombres son deshonestos. 
D) Ningún hombre es deshonesto. 
E) Algunos hombres son honestos. 


13. Algunos médicos no son colegiados. 


A) Todos los médicos no son colegiados. 
В) Algunos médicos son colegiados. 

C) Ningún médico es colegiado, 

р) Todos los médicos son colegiados. 
E) Los médicos deben colegiarse. 


44. Ningún economista es contador. 


А) Algún economista no es contador. 

В) Algún economista es contador. 

C) Todos los economistas son contadores. 

D) Ningún economista es contador. 

E) Todos los economistas no son 
contadores. 


15, Todoslos patos vuelan. 


A) Algunos patos vuelan. 

B) Ningún pato vuela. 

C) Algunos patos no vuelan. 
D) Ningún pato no vuela. 

E) Por lomenos un pato vuela. 


16. Dada la siguiente proposición; determine 
cual de los enunciados proposicionales es 
correcto. 

"Todoslos mamiferos son vertebrados". 

Implica: 

1. Es falso que algunos mamiferos no son 
vertebrados. 

TL Es verdad que ningún mamifero es 
vertebrado. 

ILES cierto que algún mamífero es 
vertebrado. 

Las proposiciones correctas son: 


кууп 
D) Todas 


Biyu — Cyn 


E) Ninguna. 


17. Dadas las proposiciones, ¿cuáles. son 

equivalentes entre si? 

1. Es necesario que Carlos no vaya al cine. 
para que termine su tarea. 

п. Noes cierto que Carlos termina su tarea 
ovaya al cine. 

III. Carlos no termina su tarea y no irá al 
cine. 


A) SólolyTI 

B) Sólo ILy 

CO Sóloynt 

БИТ 

E) Ninguna es equivalente. 


18, Dadas las siguientes premisas. 
= Todos los que estudian arquitectura 
saben dibujar 
= Algunos estudiantes de arquitectura 
hacen deporte. 
Se deduce que: 


A) Ninguno que estudia arquitectura hace 
deporte. 

B) Todos los que hacen deporte saben 
dibujar 

C) Todos los que estudian arquitectura по 
hacen deporte. 

D) Algunos que hacen deporte saben 
dibujar. 

E) Ninguno que hace deporte estudia 
arquitectura. 


team CALAPENSHKO 
голоо. 


19. Dado: A = (1; 2; 3; 4); determine el valor 
deverdadde: 
L 3xeA|2x-1-7 


ILVxeA: xol 
шухеА:2х+3<9 

AVV BVF OWF 
DFW ЮЕ 


20. (Cuál de las siguientes no es una función. 
proposicional? 


Ax+3=8 

B) "x" es una ciudad del Perú. 

С) 2х+10<6-х 

р) (x + у)* = x + 2ху + y 

E) El segundo nombre de Juan ез“х”. 
21. Simplifique: 

(l(pe»q) v- (qerplo pvda 

Apva Врла ^ Opa-q 

D)q^-p Eqep 
22. Sisedefineal operador * por: 

p*q-q^p,simplifique: 

р" q) * p] * (a * p)* 4) 

Ap Bag Op^-q 

D)-p Bpa 
23. Si: 

— Algunos W que son Znoson T. 

- TodoslosZsonW. 

= NingünWesT. 

Entonces: 

L NingünZesT. 


П. Todoslos WsonZ. 

III. Algunos noson W 

Respecto de estas afirmaciones, las 
correctasson: 


A)Sólot 
олуш 


в)5боп C) Sólo M 


Епуш 


24. Respecto de: "Si gana Perú, no voy a 
estudiar". Indique la alternativa que se 
puede concluir: 


A) Siestudié, ganó Perú. 

B) Sinoganó Perú, estudié. 

©) Sinoestudié, ganó Perú. 

D) Si fuia estudiar, no ganó Perú. 

E) Nuncaestudio porque siempre gana Perú. 


25. Si ninguna persona que toma mate toma 
café y algunas personas que toman té 
toman café, entonces: 


A) Ninguna persona que toma té toma 
mate. 

B) Todas las personas que toman mate 
tomanté. 

С) Algunas. personas que toman mate 
toman café. 

D) Algunas personas que toman mate по 
toman té, 

E)Todas las personas que toman caíé 
toman té. 


26. Delossiguientes enunciados: 
+ ¡Quégusto me da verte! 
* Todos los animales son mamíferos. 
* Eratóstenes fue un filósofo griego. 


* d+4>13. 
* 2003*-2002* < 4000. 
* +225. 


iCuál de las siguientes alternativas es 
correcta? 


A) Existen 4 proposiciones. 

B) Tresno son proposiciones. 

C) Hay 3 enunciados abiertos. 

D) Sólo 2son proposiciones. 

E) Nohay ningún enunciado abierto. 


ГА 


а 


Зеап:А = {1,2,3,4, 31. ¿Cuáles son proposiciones condicionales? 
В={хєА/х<5} 1. “Siempre que llueve, el viento sopla”, 
Indique el valor de verdad de: IL "Progresaré ya que siempre trabajo", 
L VxeA-3BnA* E. Ш. “5 es múltiplo de 2, incluso múltiplo de 
П.ЗхєА;ЗуєВ/х+у<6. = 
IILVx c Aj3y e B/x.y >60. 
М Si / es irracional entonces no es 
АУУ BW ОУУ irracional. 
Буруу EF 
Айуп вушу Суу 
Dadas as proposiciones: 
p:"1 es unnúmero primo". AAA AIRY, 
qyr cualquiera tal que: 
~ [(p эг) (r+ 9] es verdadera. Hallar 22 Si: [C pva)v(r-»q)]^ 
el valor de verdad de los siguientes esque- [PY g > (q^-p)] es verdadera. 
mas moleculares. Los valores de verdad de p, q y r son 
Ar qu=p) respectivamente. 
«(рл (рл) 
asa AFV BWE OVW 
AVEF BWE ОРУУ D) VEV ЕРУУ 
D) FFF DW 
33. Indique de que tipo es cada una de las 
Dela falsedad de: fórmulas: Tautologia (V), Contradicción 
Cr У(-вэт) (F) o contingencia (С). 
deducirel valor de verdad de: A CES 
L [Crea ligy as] 
П. (рт) (уф ^-qi ПРАМО 
Гуус Ш. Фл -»(rA-D]A рл) 
Dar como respuesta la(s) que tiene un 
valor verdadero, AVV — BVW ОУС 
D)WF EFC 
A)SólDl  B)séloll  C)Sólont 
шуш туш 34 Se tiene las siguientes. fórmulas 
Indicarel valor de verdad correspondiente RIS 
cada una de las siguientes proposiciones: At [(p-»q) ^ (r-»-q)]— (p-»-1) 
1. Sesmayorque669 es menor que. B: [p^ (p+ q1 >q 
1. 28-5у-2=4. Simplificarel siguiente esquema: 
Ш.5і5+ 'entonces7 < 6. ТФАФУА] += [(q +p) + 
IV Noesverdad que 1 + 1 = 30 que (B v (q+ p) aD] 
3+4=7 
Арл vi 
AVWE BEEF О C)VEVE E Mr EY 
D)VEFF BYW » Brea 
626 IS 


35. Laproposición: 


Тру > (p^q)] v -p^-) equivale 


A)-pvq 
D)pvq 


B)pv-q  O-p^q 


E)p^-q 


36. Si el siguiente enunciado: “Si no estudio, 
entonces ingresaré o seré profesional" es 
falso, entonces el enunciado: "Si no 
estudio pero ingreso, entonces seré 

¡será verdadero sí: 


profesional 


A) Estudio 

B) No estudio 

C) Ingreso 

D) Siempre será verdadero. 

E) En ningún caso será verdadero. 


37. ¿Cuántas de las siguientes fórmulas son. 
equivalentes a: - p += (q^.- 0? 
L qorvp) 
П. -qAGVp) 
Mr (quo) 


A) 56101 
пуш 


Bsóo] пуш 


E) Todas. 


за. Dadalaequivalencia: 


p*qe-[(q-»-p).- 

Simplificar: 

p*(p*gt-p* 

А)-р B)-q ©-руч 
D)-pv-q B-p^-q 


39. Reducirel siguiente circuito lógico: 


Г? 
Apvq Bp^q Opvr 
D)par Epa-q 


40. Cuál de las siguientes proposiciones es 
equivalente a “Es necesario pagar S/. 10 y 


ser más joven para ingresar al baile” 

1. Noingresaral baile o pagar S/. 10 y ser 
másjoven. 

П. Pagar S/. 100 ser joven y no ingresar al 
baile. 

Ш. Pagar S/. 10 y ser joven o no ingresar al 
baile. 

A)Slol —B)Sólom Суп 

рулуш E) Todas. 


4f. Determine el cardinal del conjunto A. 


A=(xeZ'|x>8>x=2) 


Ao 51 07 
ов Ee 


42. Dadoel conjunto: A = (1; 2; 3;4;5} 
Determine el valor de verdad de las 
proposiciones: 
pi3xeA | 276) (x-6= 8) 
qi3xeA| +22 2) v 6:242) 
пухєА; 3yeA|x+y>2 


A)FFF. 
DWF 


DW OFV 


E 


43. Sabiendoque: 
А={хєв|х<1өю4х>3З} 
Determine el valorde“4a + 2b" 


БЫ B6 07 
Ds D 


44. Determine el valor de verdad para сайа 
una de las proposiciones: 
piSe8e (61902) 
q2«35 (4259 (2<3))А(2<3)) 
1: (22b) v (cab) 


AV 
D) FEV 


BV ОРУУ 


E)FVF 


45 Determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 
L 21424esuna proposición simple. 
П. 2x- 4 = Sesuna proposición simple. 
Ш. 2x- 4s Sesuna proposición compuesta. 
М 2-44 Sesuna proposición compuesta. 


A) FEV 
D) VEVE 


B) FFEV- j | C) VFW. 


E)FFFF 


46, Si (~ (q= p)) (s> esfalsa, 
Determine el valor veritativo de las 
proposiciones adjuntas; siendo W y T 
proposiciones lógicas. 

L GroepT 
п. qv (T? W). 
m (peo ө (аө). 


AWE 
Dvw 


BVV ОУ 


BDEW 


SISTINA 


MATEMÁTICA Т. 


Шш. (pog) qp) 
N (pa(-pQ)v-p 


Sontautológicas. 

ALIAM B)M,MAIV CMA IV 

DIAN E)LILBIAIV 
4t Si: 


^q)» (руг) = (5л) өэ (sv) 
Simplificar: 


[PAD э (svo A(q^0 

Ajsvt — B)-t O-s 

D)t Es 
49. Elequivalente de: 


ру) у (p^-qIAIpa-rles: 


PDA P+D 
В)(рд)-(р-эг) 
©)-(рд—эг 

D) (pq) > (par) 
E) pq9^(p 


50. Sisedefine f así: 
pfqz(pvqa-(paq) 
Determine una expresión equivalente а: 
pro 


Ap-q Bp 
D)pAq 


Opeq 
E-(peg 


ca E 
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LEONARDO FIBONACCI 


LEONARDO FIBONACCI (c. 1 170 — c. 1 240), también llamado Leonardo 
Pisano, matemático italiano que recopiló y divulgó el conocimiento matemático de clásicos 
precorromanos, árabes е indios y realizó aportaciones en los campos matemáticos del 
álgebra yla teoría de número; introdujo los números arábigos en Europa. 


Nació en Pisa, una ciudad comercial donde aprendió las bases del cálculo de los 
negocios mercantiles. Cuando tenía unos 20 años, se fue a Argelia, donde empezó a 
aprender métodos de cálculo árabes, conocimientos que incrementó durante viajes más 
largos. Utilizó esta experiencia para mejorar las técnicas de cálculo comercial que conocía y 
para extender la obra de los escritores matemáticos clásicos, como los matemáticos griegos 
Diofante y Euclides. 


Nos han quedado pocas obras de Fibonacci. Escribió sobre la teoría de números, 
problemas prácticos de matemáticas comerciales y geodesia, problemas avanzados de 
álgebra y matemáticas recreativas. sus escritos sobre matemáticas recreativas, que a 
menudo los exponía como relatos, se conviertieron en retos mentales clásicos ya en el siglo 
ХШ. Estos problemas entrañaban la suma de sucesiones, como la sucesión de Fibonacci que 
él descubrió (k, = k, _ + ko _ 2, Por ejemplo, 1, 2, 3, 5,8, 13, ..). A cada término de esta 


sucesión se le denomina número de Fibonacci (la suma de los dos números que le preceden. 
enlasucesión). 
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DEFINICIÓN 
Una sucesión es aquella función cuyo dominio es el conjunto de los números enteros positivos (Z*) 
y rango cualquier sub conjunto del conjunto de los múmeros reales. а: 2° 2R 


Deldiagrama tenemos: 
a, = Primer elemento (o término) de la sucesión. 
а, 7 Término n-ésimo dela sucesión 


N 08SERVACIÓN 


1) Silasucesión tiene "n" términos se le podrá representar de la manera siguiente: 
dap} =, а, ау, еее а, 


Veamos un ejemplo; 
(2n+1)=3,5,7,9,...., (2n+1) 

2) Sila sucesión consta de infinitos términos su representación será: 
azî PE Boi 


Veamos un ejemplo: 
(n. CD), 71,2, -3, 4, 0. CD, i... 


1. POR REGLA DE CORRESPONDENCIA 
Aquíse conoce al término n-ésimo de la sucesión y a partir de el se obtienen los otros términos. 


d 
Ыза: 2, S, 10, 17, 


CS 


POR LEY DE RECURRENCIA 
Aquí se conoce algún término particular de la sucesión más cierta relación que vincula a los otros 


términos. 
e Siaj=2 y 2,,1=38, +1, tenemos: 


ау=3а,+1=3.7+1=22 
а,=Зау+1=3.22+1=67 


AER DEMAS 


Graficar una sucesión consiste en representar cada par ordenado de la forma (n; ap) en el plano 
cartesiano 


2n 


eir ime jn 


Dada la sucesión. (ay), se dice que esta tiene por límite al nümero real L,sicuando n tiendeal 
infinito (n>) simultáneamente a, tiendea L (a, +1) 


lim (ap) SL es lim 


Definición: 
Sealasucesión (a, siseverifica que: 
Lim (a,) = Lim (а„) =L= número real 


Seafirmara que (2,) esconvergenteyconvergea L 


zm 631 nus 
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Teorema: 

Sitzen анаа анус асе 


Lima, =L = 


-L 


RE 


1) Lim(a)- e -» (aj esdivergente 


2) Lim(a)e-z — (a, esdivergente 


3) Laspropiedades para el limite de una sucesión son análogas a las del límite de una función 
visto en el capítulo 18, por tanto se recomienda al lector considerarlas igual en este 
capítulo, 


SUCESIONES MONÓTONAS 
Dada la sucesión (a,), se dice que esta es monótona si corresponde a cualquiera de los 
siguientes casos: 
1. SUCESIÓN CRECIENTE 
a <a 4254... <a 49, 1 TTA 


2. SUCESIÓN DECRECIENTE 


272578)». > ¡ke Z 


3. SUCESIÓN NO DECRECIENTE 
a $a 5a >. 


4. SUCESIÓN NO CRECIENTE 
23222...24 20,1 2...-¡keZ! 


OBSERVACIÓN 


1) {a} esunasucesión constantesiysólosi a, = c; Yn eZ 
+ da) con a, =8 verifica: 
(a,)=8,8,8,8,.. 


2) (a) es una sucesión oscilante si sus términos se intercalan según la forma: m, n, m, 
кй, 
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FONDO EDITORIAL коро 
Dadalasucesión (2) 
1) Se dice que la sucesión es acotada inferiormente si y sólo si existe M eR tal que 2,2M; 
пел? 


2) Se dice que la sucesión ез acotada superiormente si y sólo si existe N e R tal que а, SN 
vnez’ 


Definición: 
{an} ев шпа sucesión acorada siy sólo si es acotada inferiormente y superiormente ala vez. 


MS a <N ; Ynez” 
Teorema: 


Toda sucesión monótona y acotada es convergente, 


Propiedad: 
Siuna sucesión es convergente, entones es acotada, el retorno no necesariamente se cumple. 


PRUEBA DE LA RAZÓN PARA CONVERGENCIA DE SUCESIONES. 
Dadala sucesión (a,) talque: 
Lim |2221 


i LeR 


Si 1, < 1, entonces la sucesión es convergente y converge a cero. 


Teorema del Encaje: 
Dadaslas sucesiones (ay); (bj) y (ej) con ne Z* alque: 
а $ ba $ Ca 
si Lima) =Lim(c)=L ; LeR 
Entonces: lima) =1 
Teoremas Adicionales: 
1) Dela media aritmética: Siendo {а,) una sucesión convergente: 
Si se tiene: Lim (a, 


Entonces : ل‎ 


MATEMÁTICA 1. 


Una serie esla suma de todos los términos de una sucesión, así pues para la sucesión (a,) tenemos: 
a +a +a +... ++... 


Laserie infinita: 


per meo Тер PER 
Susi faa porgrnde quese BOE 


La serie Ў a, esdivergente cuando la suma de sus “n” primeros términos es mayor que cualquier 
cantidad finita considerado n suficientemente grande (n) 


Teorema: 
Dadas las series convergentes 


y Eb, consumas a y b respectivamente 
D Él, +ъ,)-азь 
^ 


D Élk.a)=k.a; Y ker 
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E) 


esdivergente 


2. SERIE GEOMÉTRICA 
Es aquella serie que representa la siguiente forma 


Eq) = a+ aq + ад? + 
1 
Si [4] <1 laserieesconvergente 
Si jal 21 laserieesdivergente 


3. SERIE TELESCÓPICA 
Es aquella que presenta la siguiente form: 


Eo, ъа) (b - b) * (b; = b3) (b; -. 


La serie telescópica converge sí y sólo si b, „ y tiende a un número finito cuando n =» хо, siendo. 
завита: 


- JECONVERGENCIAEARUDE - Еви 
1. DECOMPARACIÓN DIRECTA 


Dada la serie Ya, 


“ 


A) Sila serie 3: b, es convergente Y neZ” tal que a, <b,, entonces 
5 A 


es convergente 


Mira ne P o li унат n RSS E ORE 


a, es divergente 


2. DELARAZÓN 


Dada la serie Da, tal qu 
E 

A) Si L< 1,laserieesconvergente. 

B) Si L>1.laserices divergente 

C) Si L= 1; elcriterio nodecide 


3. DELARAÍZ(CAUCHY) 
Dada la serie F a, tal que: Lim fa, =L, entonces: 
i cm 
A) Si L< 1,laserieesconvergente. 
B) Si L> Llaserieesdivergene 
C) Si L=1,elcriterio no decide 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 


A) tasa 


Determine la suma de los tres primeros 
términos de cada sucesión: 


А-2 
в) Vo Vasa 


А 
rcm 


» Es), 
к few 


Colocar en cada recuadro C (converge) 


© NC (no converge) según corresponda 
acada sucesión: 


4. Indique el término n — ésimo de cada. 
sucesión: 


Ax 


» 


"25 6^ 24^ 120" 
© 1; 3; 6; 10; 15; 21; 


S Marcar Verdadero (V) o Falso (F) 
según corresponda. 


E Qus acotada inferiormente ( ) 


B) 7], es acotada inferiormente ( ) 


o ü. es acotada superiormente ( ) 


& — Determine el equivalente en cada caso: 


" z 
A X0 в Eak- 
a й 
а 
о Zen 
s 
2 а 
ma» E Yo» 
& & 


7. Conrespecto ala serie: 


Ec. 


team CALAPENSHKO —— - 
EADS EDITORIAL RODO  — D чост А 


PROBLEMA 1 Mostrar los cuatro primeros términos de la sucesión: 
{aghas y: donde: а, 


Sabiendo que: 


Resolución: 1а sucesión es: 


D 


Por la fórmuls 


„ооо юы 
wiw 


Er 
EM 


PROBLEMA 2. Determinar el producto del tercer y cuarto término de la sucesión (aj) y > 1 
definidasegúna; = 2;а, 417 38, 21 


Resolución: Cona fórmula: 


Apo 130,1 
Hagamos que 

a= 3-1 

a-30-1-5 
Hagamosquen 

257363-1 

2,=35)-1=14 


637 


Hagamosquen =3: ES 
ау=зад-1 
a,7304)-1-41 


El valor pedidoes: 
aav 04). (01) 


Resolución: La sucesión dada es: 
وو ر ۶ آم لھ‎ Aga + 


Según la fórmula: 
DECEM 
PEN EN EE EN 
Luego: n 
یه‎ 2-5 E d 
Efectuando la adición: 
a + ره‎ say em = 40-404 
" Hob or ау+а+ау+а, =0-2 2a0 


PO 


cara 


P+2 20 
e 


$3 3G) 
z; E 


24544 4421) 
2 


Resolución: — Deacuerdoconla fórmula: 
ay = 1+2+3 4. +n 
Paran = 10: 
apTit2435... 4849410 


ag =1+2+3+ +8 


dus 737040405... +0 +9+10 
ao 737039410 
"— 


twitter.com/calapenshko 


Dada la sucesión (ay) „x ; se sabe que si 


L= Lim (a,) €R, entonces (a,) es convergente y converge a L (su limite). 
Asímismo si L = 061. = — » diremos que la sucesión es divergente. 


Para (D: 


Le ET 5.040 5 
=ызгч S 


ComoL = $ inámero real 


Para (0D: 


Ahora en la fórmula dada: 


— 


“Tomando límite: 
г шаба) (2 Lim.) 

Por teorema de unicidad se cumple que: 
Le Lim.) - Lim) luego se tendrá: 
Le42Le18 > 1 = 21+15; L>0 
P-A-15=0 e Q-30«3-0 
L-5=0 v L+3=00 L-5 v L=-3 
L=s 


Resolución:  Reescribiendo la expresión propuesta , de modo que se agrupen todos los térmi- 
поз positivos y todos los negativos tenemos: 
POG PET 1,1 
ebbe 
Aplicando la suma limite: E 


Resolución: Desarrollando por separado cada sumatoria tenemos: 


PI کک‎ 

& 

iz 225.2 «25... 2 = S | son iguales. 
[I 


RE MO E 
% 


Finalmente tenemos: 
E-S«S-25-25-28 


5 E=0 


AAA y 


team CALA! 
т SOR BO ADORA жоро. 


PROBLEMA 1 Ses (а, una sucesión definida por: 
[EE 
п? 18 

¿Cuál es el valor de convergencia? 


Resolución: — Lasucesiónes: — (aj) 


- да,), о. ез convergente y converge a 2 


NE 
3m 
E 
uec ESI 
peque eee 


Ш) La sucesión (a,) converge a cero. 


Шу El término azg es ŽE 
401 


Resolución: Podemos observar que: 


D Veamos si es decreciente 


team САГАРЕМЅНКО 


i EE o Ka 
т Dark 


azayi: кеВ" 


(ag) es decreciente (VERDADERO) 


Я La sucesión (a,) es convergente. 
у converge a cero. (VERDADERO) 


El término аш es r (VERDADERO) 


A асои 


жебе ques Bee: 
ETATS A 


a uem iU B} 


Resolución: Laseriedadaes: L= Ls 


Dri 
A (9): KS Те]. OOO Qr 


Resolución Observar que: (DF «CD ; VkeN 
Ahora ca -5 AW 
tenemos: L pu 1 ا‎ 


A 


d 


Resolución: Desarrollando cada una de las sumatorías tenemos: 
EA. 
Ms 
no те 
> PERRA 
Restando miembro a miembro obtenemos: E 
M-N het 
DN Wem 
nett н 
Ce st 
M-N-1.M = AM-4N-M 


4M-M-4N-0 
3M-4N=0 


p A 


Resolución: 


La serie dada es: É [еже] 


Por el criterio de la raíz podemos plantear lo siguiente: 


us es] ао 


Aa 
El 

ANTE < 25-3 ^ x-1 50 

412519 
16 


De donde: *11-x20 46 


ї-х< лх-1 50 


саная 
d 


17410-40 


лх-150 


16 к Y ANS qos 


La sucesión (a,),.., puede reescribirse de la manera siguiente: 
а тунан LT diea +aJiVnz1 
2a2 “Aa жа, 
Restando 2a,., tenemos: 225,27 224,4 79,4 tAn 


ÁLGEBRA 


Asimismo: ыы ы у] 


Luego de (1) conseguimos la siguiente relación: 
LU sia l "Razón de ciena 
د‎ c Z progresión geoméica” 


clar 
Vir eve 
Que es equivalentea: а.а а, Gr. 


—— 0) 


кыы 


Resolución: De la fórmula: a --2 
nea ted 
Si la sucesión converge, según la prueba de la razón se podra plantear la 


um |n 
ER 


1 
[E 


De donde tenemos: lea ; vnez’ 


Beet ий „зш 


1 
е 2 
Tosa 


2 


Таж а-а 
1 
MUR 3 
та 
Se sabe que (n1) 20 Y n e N”, de donde podemos reacomodar de la forma 
siguiente: 
m*122n e 2nsn +1 <® 
Transformando : 


Como los extremos encontrados para a, son reales, se afirmara que la sucesión 
(а. €s acotada 


A ncn s 


team CALAPENSHKO. 


| 


5 


| 


МАШ NÎ AIT 
О А 


^ 


A epa nint 


TEES 


AM e 


Según el teorema de Cauchy (Criterio de la raíz) tenemos: 
[5 
+1 
E 


<1 


E 
E 
EE 


a 


j- 


= 


bust 


FROBLEMA 27 


Resolución: 


PROBLEMA 28. 


Resolución: 


Calcular el límite de la siguiente sucesión: ۴ 
(E EOE Ez, 
EAS 


Sea K el límite de la sucesión, luego se plantea: 


id EIS 

Keim zai 
=== 

M E 

элу м т 

rego endo eol tiri dali codi roo nio: 
заз1 
SS) 


ofh 


Para determinar la convergencia o divergencia de una sucesión bastará calcular el 
limite de dicha sucesiór 


n+3 
21+ 


ШЕ 


5 mut qe 
BST Rai 


direkt i 
Vn Wen o Xl 
arg 

ra ат 


рай 
м) е) 
15 lim(a,) 51 


>o ша)! 
D EEE F e пит ЙТ ичиши ШОШ, 


mod 83-63 


— san 
dcn 
iiec zl 
ETEN 


$i 1, 
рыта r i 
$ _ ѕеп2 

x Etat 


AAA 65 И А 


team CALAPENSHKO. 


i 


з 


Dadaslas sucesiones: 
L thar 


ш. (Cn), 
Marcar (V)o (ЕЮ): 
C) Esereciente 

C) Esdecreciente 
() Esconvergentes 


AV 
D)VEV 


B) VER owr 


EF 


Marcar correcto (C) o incorrecto (I) 


o. 


converge a cero 
costa) 
ls 
C)ü-nh es monótona 
ас DI gece 
Dic юш 
La siguiente sucesión: 
(ha ) 
25132 
convergea: 
1 
юз DE oj 
1 
Dr D2 


Estudiar la convergencia de la sucesión: 
раат 
Zeus 


A) Convergea1 


B) Convergea 1/2 
С) Convergea3/4 
D) Convergea 0 
E) Noconverge 


oxusuedeje»/uio2193] 


5 


dA quévalorconvergela sucesión (а), 
= 

a 
vier 
ко 


»i 


Marcar (V) ó (F): 

C) La sucesión (a,)5,, con: ay" 1; az= 1; 
эз 7 0,5an +a) es una sucesión 
constante. 


siempre que |r| «1 


entonces: Lim (C1)",a,=0 


Aw EVEN ow 
Буур Br 
Ses: F:R- R definida por: 

Fé) c + 2x +1 
Lasucesión: a, = 3È 
¿A quévalorconverge а sucesión: 

(Fan)? 

А2 уз ©з 
руз 56 
Si el décimo término de la sucesión: (a) es 


1, donde: 


a -kansio 
^7 an+10 
Luego se afirma que la sucesión converge 


1 

Ai ва оз 

D)2 Bo 
> ARRE 


team CALAPENSHKO: 


1 


n 


2 


E 


Indicar la sucesión (sucesiones) que 
verifican: 
a <a: Уп>1 


32-1 

Las) Ш ш. 

С fen) 
A)jSÓol — Bséom iyn 
тууш E) Todas 
Dada lasucesió 

[i 
51 

A partir de qué lugar los términos de la 
sucesión son menores que 0,81. 
лів B)19 c20 
D)21 522 


Respecto a la sucesión (a,) con: 
LS 
t5 ninsi 
Obtener el valor delas proposiciones: 
С) (aj) esacotada 
() (а,) es decreciente 
C) (ay) es convergente 


Аууу 
D) VFF 


B)VEV OFF 


ЕРУУ 


Sea la sucesión (а,) cuyo término enésimo 
esta dado por la fórmula de recurrencia: 


a52 a 
Calcular: 

a, +a tte... 
ла вв 020 
D)-6 Bs 


Marcar ()o (P) 
(O Lasucesión escreciente. 

CO Eltérmino de lugar ê1 es 202 
() Lasucesiónesacotada 

C) Lasucesiónes convergente 


AWW BYE OVEV 
D)IVEV Drw 
Proporcionar el valor de verdad: 
LO dasucesión (aj) con a, = Ê 
convergea2 
п. Lasucesión (b E 
j) on dy X es 
monóronacrecieme. 0 
II. La sucesión (c,) con c, = Mus 
esacotada 
Aw — BVR ОРУ 
p кууу 
En lasucesión (a) donde: 


n 
n+3 

Hallar el menor entero positivo "n" si existe 
talque: 


A14 B)15 O16 
D)18 B9 


Calcular ta suma dela serie: 
X Гаж. 2] 
& 


1 1 
A D3 9i 

1 1 
Dus Da 


Cu 


18. Analizar la convergencia de la serie: 


с 1 
Al 


A) Convergea1/2 
B) Convergea3/4 
С) Convergeal/6 
D). Convergea 1/12 
E) Noconverge 


19. Laseries 


х [e+ p 
iS. 
чк: 

ў y 


AL LZ 
vata Pra © 


E 47 


E)NA. 


Analizar la convergencia de la serie: 
Ў 4а) 
“ 

Donde: 


A) ConvergeaO. 
B) Convergea7/2 
С) Convergeal/4 
D) Convergea7/4 
E) ConvergeaS/2 


21. Dererminarel valor de: 


Уе) 
[21 


1 
„= 
NN 2) 


ж 


"2s 


Laser: 
È ke» 
“ 
Cuando ^n" crece limitadamente converge. 


dime u 
паш oH 
nz 6 © 18 
m eta senecs divergen 
sa: 


[OLET Ya, +50 


Entonces, la sucesión converge a: 


NN m4 os 
»2 EI эз 
Calcular: 
P [a.x] 
B)2 o4 
Es 


27. Dadola sucesión: {xg}, zı, definida por: 
хаах, =X ; x, €(0:2) 


dAquévalor converge? 
1 

Ки mi ©з 

D$ E) No converge 


28. ¿Quévalorasume*r” si la serie: 
5=1+2г+з®+4+.... 
Convergea4? 


A1 в)-1 92 
DH E) Hay 2 correctas 
29. Calcular: 
eu 
G+) 

“л 
А100 5)100.10* 
C 100.10 
)100.10* E) 100.10* 


30. (A qué valor converge la sucesión (aj), 


2" 
pon 
0)-2 E)-1 

cm 
en 
Et] 
A3 B2 921 


AE eimi Пг 


Баи 
[i pepe anie 
1! з sei puede apres f 
2, 3 а ; donde: а, 26528 
k-12 2 
AVE B)VFV C) FVF 
D)FFV E) FFF 
Con respecto a la serie: 
qm 
FACE 
pm 
A Convergea2 ` B) Comversea 1 
C) Convergea0 


D)Convergea1/2 — E)Esdivergente 
Encuentre el intervalo de convergencia de 
lasiguiente serie: 


EG 


A” 


EN 


La sucesión de Fibonacci está dada por: 
1 A азза: Упе27 


№21 
D)se 


B)34 Oss 


DI 


El matemático Karl Wiestras, estableció que: 
“Si una sucesión es monótona a partir de 
cierto número y acotada, ella tiene límite 
finito”. 

Analizar la sucesión: 


M) Esconvergente 
B) Esdivergente 
C) Esacotada 

D) Hay2correctas 
E) Esmonótona 


Calcular: 
в- ў kkenüe2 


м мМа+їт+® 


3 
mn Dt + 2( +3) 
3 
o muse ут +3) 
щюп+1)0(п+2(а+3) 
6 

n(n + DG? +1) 


ay- (21) 3s QI 27) Q3) 2 25) 
Respecto la serie: 


ажа, +a жазау 


A) Convergeacero 
B) Convergeauno 

C) Convergeac 

D) Esoscilante 

E) Creceindefinidamente 


4f. Respecto alassiguientes seri 


ах 
ЕЕ 


A) lyliconverge B) Todas convergen 
С) lylliconverge. 


D) Ningunadiverge E) Sólo converge 


m 
ant WU 
donde "e" es base de los logaritmos 
neperianos, calcular: 


42. Sabiendoque: e = 


C)2e+2 
Bei 


43. Determinar el conjunto sobre el que la 
serie: 
È poant 
a 
converge. 


0 DZA Q30 


BELO 


44. Respectoa la serie: 


Nor 


7 
podemosafirmar que: 


A) Convergen1 
В) Convergea1/2 
C) Convergea2 
D) Convergea6/S 
E) Diverge 


45 Dadatasuceión: (o) «| 


Entonces, Lim (a) es: 


D DrI © 
42 
D 


3 
46. Dadalasucesión: a, =2+ 
uda lasucesión: а, =2+ 7 
Indicar el valor de verdad de las siguientes. 
proposiciones: 
L а, es creciente 
I. а, es acotada 


IM |а, =2/<4 => if 


AFW B)FFV сууру 
Dvw E)FFF 


47. Sean lassucesionesb,.. 
Baer =b, +4 con b,=5 
6417-30, con су =5; пем 

El valor Ëa , para “n” suficiente grande se 
aproxima a: 


A1 Bo © 


1 cuando "n'es impar 


1 ^ 
142, cuando чи" es par 
Entonces, podemos afirmar que: 


A) La sucesión (a,) converge a cero 

B) La sucesión (a,) converge a uno 

©) El conjunto (а,) по satisface la 
definición de sucesión. 

D) La sucesión (a,) contienen dos 
subsucesiones convergentes. 


E) Todas las afirmaciones anteriores son 
falsas. 


Considere la sucesión dada por: 
; we sam 
a2; асарт y 
a 3i nès 
an 
¿Qu lememos dea sucesión, satisfacen: 
Jan-2/<37 
i 


A) TTodosloselementos de la sucesión. 

B) Solamente a, yaz. 

C) Todos los elementos de la sucesión 
Excepto, ya, 

D) Todos los elementos de la sucesión а 
partirdeay. 

E) Todos los elementos de la sucesión a 
parirdea,. 


Considere la relación: 
È (6k? +ак) = n(n + (bn +5) 
m 

Calcular “аһ” 


A6 
0)16 


team CALAPENSHKO 


tette tt = ДЕ) 


REY SHERAM Y ТАНОК SESSA 


LA PAGA IMPOSIBLE, una antiquísima leyenda cuenta que Sheram, príncipe 
de la India, quedó tan maravillado cuando conoció el juego del ajedrez, 


que quiso 
recompensar generosamente a Sessa, el inventor de aquel entretenimiento. Le dijo: 
"Pideme lo que quieras”, se cuenta que Sessa pidió como recompensa un grano de trigo por. 
la primera casilla de su tablero, dos por la segunda, cuatro por la tercera, ocho por la cuarta y 
64. 


asísucesivamente hasta la casi 


El príncipe creyó que podría pagar y de ese modo cumplir fácilmente su promesa, 
quedando sorprendido cuando le dijeron que no había bastante trigo en todo su reino para 
satisfacerla demanda del matemático. 


En efecto: el número de granos de trigo necesarios para satisfacer a Sessa es igual 
la suma de los términos de una progresión geométrica a razón 2, primer término 1 y número 


de términos 64 cuya suma es igual а 2% — 1, es decir: 18 445 815 160 671 830 015, рага 
obtener tal cantidad había que sembrar a tierra entera 65 veces. 


team CALAPENSHKO 
- LIBRO 


IDEFINICIÓN- 
Es aquella sucesión en la que cada término excepto el primero es igual al término anterior 
aumentado en un valor constante llamada razón de la progresión. 


Donde: + = inicio dela PA. 


red 


sazón de la PA. 
CLASES DE Р.А. 
1) Sir» O, la PA. es creciente 


2) Sîr <0, la PA. es decreciente 


S 08SERVACIÓN 


Si г = 0 se dice que la progresión aritmética es trivial. 


PROPIEDADES DE UNA Р.А. 
Dada la siguiente progresión aritmética: 


+a, -23-33 


Se cumple: 


1) Razón () 


team CALAPENSHKO 


ALGEBRA 


3) Número de términos (n) 


aha 


4) Términos equidistantes de los extremos (a, лау) 


d EE а 
=> 
“m” términos “m” términos 


5) Término central (a) : Siendo "n" impar la PA. admite término central. 


6) Suma de los "n" primeros términos de una PA. (5,) 


[MEDIOS ARITMÉTICOS 


Son los términos de una PA. comprendidos entre sus extremos, veamos un ejemplo: 


23.7.11.15 27.31 
Medios 
OLEON DENETARA 
Consiste en formar una PA, para lo cual se debe conocer los términos extremos y el número de 
medios que se quiere interpolar. 
Sea la progresión aritmética: 


MATEMÁTICA 1 


j +(n Dr donde № de términos n = m + 2 
a+ (m+ Dr 


b-a 
mir 


fórmula cuyo nombre es razón de interpolación. 


Es aquella sucesión donde ninguno de sus términos es cero y los recíprocos de los mismos 
forman una progresión aritmética. 


Si la sucesión: 


эана: 


Ез una progresión armónica, se verifica lo siguiente: 


DEFINICIÓN | 

Es aquella sucesión en la cual el primer término es diferente de cero y se caracteriza porque 
cualquier término, excepto el primero, es igual al término anterior multiplicado por un valor 
constante llamada razón de la progresión. 


[REPRESENTACIÓN DE UNA P.G.- 
жаны: 


m 


Donde: 


team CALAPENSHKO 


Para PG de términos positivos 
2) SiO0 <q < 1, la PG. es decreciente 


3) Siq < 0, la EG. es oscilante 


TAX E uc ROE quond 


E U 


Se cumple: 


1) Razón (9) 


2) Término n-ésimo (t,) 


3) Número de términos (n): Teniendo en cuenta que ty, t, y q son positivos. 


4) Términos equidistantes de los extremos (t, y ty) 


GRE 


EES 


“m” términos “m” términos 


yR 


5) Término central (t,) : Siendo “n” impar, la PG. admite término central. 


Ja 


team САГАРЕМЅНКО 


6) Suma de los “n” primeros términos de una PG. (S) 


iq 


T) Suma límite (Spm) : Para PG. de infinitos términos, es decir en caso de que n —» ж. 


1<q<1 


B) Producto de los "n" primeros términos de una PG. (P, ) 


¡MEDIOS GEOMÉTRICOS | 
Son los términos de una PG. comprendidos entre sus extremos, veamos un ejemplo: 
+1:2:4:8:16:32:64 
Medios потат 


INTERPOLACIÓN DE MEDIOS GEOMÉTRICOS 
Consiste en formar una PG, para lo cual se debe conocer los términos extremos y el número de 
medios que se quiere interpolar. 


Sea la progresión geométrica: 


Por fórmula: ta =a 


Reemplazando: b=a.q 


fórmula cuyo nombre es razón de interpolación. 


team CALAPENSHKO 


el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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Determinar x en cada caso: 
A) +2.x.10 A) ==х:3:9 
B)+7.2x+3.13 B) ++ 4: 


© +-3.4.x+2 CES 


D) + x+7.2.5 


D^ 
E) ex dex E) ++ 12:/x-2:16 
4. Determina los términos que se indican 
2. Determina los términos que se indican en cada progresión geométri 
en cada progresión aritmética: 
Aj 510:20: j 22. ¿Ta? 
+ 2.4.6. ы? 
БЕУ à ву 6:12:24: s || 
B -2.1.4 ту? сы» пр 
© + 2.6.10. p А 
Ds 1.5.1. ль? m 
E) «3.8.13. л E 


3. Efectuarencadacaso: 
A) 144+7+10+....... 30 términos 
B) -143+7+11+..... 40 términos 


©) -7-2+3+8+.......35 términos 


D)-7 41494174 


team CALAPENSHKO 


PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


PROBLEMA 3 


Resolución: 


| 
| 
| 
| 
1 


ж 5.2х-1.10.. 


Determine la razón de la siguiente progresión geométrica creciente: 
eee 23x 1:18: 


Por ser una progresión geométrica creciente, fácilmente podemos notar que 
(х +1) es positivo; ahora por la propiedad de la razón: 


i х+® Š, en ese orden forman una 


" mi BEÎ 


De acuerdo con la definición, los recíprocos de los múmeros mostrados 
formarán una progresión aritmética. 

Y тт 
2'xa25 


3,2 
1i 2+2 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 4 


Resolución: 


PROBLEMA 5 


Resolución: 


PROBLEMA 6 


Determine el vigésimo primer término de la siguiente progresión aritmética: 
431.502.2.7 


Por término n=ésimo: a,-a,«(n-Dr 0) 


En nuestro caso tenemos: a, = =2 n = 21; T= 7 see) 
Reemplazando (2) en (1): а, = =2 + (20)7) 
an =-2+140 


toas =138 


De una progresión aritmética se conoce: 
aptam 57 520) 
299 (2) 


Teniendo en cuenta a la fórmula del término de lugar n (ap) 


DEDE 


ва: арда esce 57 


2a, +71=57 


a, +4r 2a, +9г=99 


2a, +13r=99 


a 


Restando (2) — (1): 6r = 42 


7 


Determine la razón de una progresión aritmética si la suma de sus “n” primeros 
términos es. S, =n(5n=3)- E 


team CALAPENSHKO 


Resolución: 


PROBLEMA 7 


PROBLEMA 8 


Resolución: 


Coo o incas 


Teniendo en cuenta a la fórmula dada para la suma de los “n” primeros 
términos tenemos: 

n(5n-3) 

a =2 


a, + =4 

2+2,=14 >a; 

Si “r es la razón, según la definición se verifi 
-12-2 


twitter.com/calapenshko 


Se sabe que el número de términos que hay entre 47 y.159 es el triple del 
número de términos que hay entre 5 y 47. Determine la razón de esta 
progresión. 


Según el enunciado tenemos: 
+5. 
Xiémios Зх 


159 


Observar que en la РА. la razón entre 5 y 47 es la misma que entre 47 y 159, 
luego: 
112 


3x31 7 a) 


Se han interpolado "m" medios aritméticos entre 3 y 57 y (m — 2) entre 5 y 19. 
'Si la razón de la primera es el triple de la segunda. Determine el número de 
términos de cada progresión: 


Del enunciado las progresiones so 
+3... 


team CALAPENSHKO 


FONDO EDITORIAL норо серги 4 


Por condición: 


La primera PA. tien e 10 términos 
La segunda PA. tiene 8 términos 


FROBLEMA 9 De una progresión geométrica de "n" términos se conoce: 


56 


¿Cuál es el valor de “n? 


Resolución: Teniendo en cuenta a la fórmula del término de lugar n (t,) 
T 
256-1, quii 
2:9 
512-1 


Se sabe que: ty =t q? 


2-q! эч=/2 
Reemplazando en (1) 
512 


19 


PROBLEMA 10 La suma de 6 términos de una progresión geométrica es igual a 9 veces la suma 
е los 3 primeros términos. Determine la razón. 


Resolución: Por condición del problema: 


team CALAPENSHKO 


CHBRO 00000 0000000000 чигип, А 


PROBLEMA 11 


Resolución: 


FROBLEMA 12 


Resolución: 


8-19. - 


(4? +109? -n-9.(?-0 
91-9 e 4-8 
-q=2 


La expresión dada es: 


Multiplicando por dos: 


Restando "k" de "2k": 


Simplificando tenemos: 


к=з 


Se deja caer una pelota desde una altura de 17m; en cada rebote la pelota se 
leva los > de altura desde la cual cayó la última vez ¿Qué distancia recorrió 
la pelota hasta quedar teóricamente en reposo? 


Observar que las distancias que recorre la pelota en cada una de sus caídas 
forman una PG. ilimitada de primer término 17 y razón Ž, veamos un 


Resolución: 


ALGEBRA 


s-5 
Observar que en forma análoga la distancia que recorre la pelota en сайа una 
de sus subidas forman una PG. limitada de primer término 2Н y razón 2. 
Donde H = 17m 


Notar que la distancia total (S). que recorre la pelota es: 
Sra mS +S, 251+34 
LII 


AMAT 


ix una ARES 


2028 
224 [ A 


56=24+8r 1-4 
Para un término de lugar x ahora se tendrá: 
a, RADA е (1) 
PA: ПЕЕ 
b.-24(-06 2) 
Por condición: 12 + (x – 1)4 = 2 + (x- 06. 
10 = 26-1) 
S=x-1 —x-6 


 EILCIIED iS 


M omurmancar А 


Finalmente en (1): 
as =12+ (5)4 >12 +20 
pe 


(2*6? -(a- ri Sae r9) 
(2*6? = (a+ 6)- (r+ fa 6)«(«3)] 
(2*6) = (a+ 6) + Xa +6)-(т° + 4r +3) 
Pear 21226) ... о 
En toda progresión geométrica el producto de los términos extremos es igual al 
producto de los términos equidistantes, luego: 
(а-г+5)(а+2г +15) - (a +6)(a+r+9) 


iiio) sma 


team ÇALAPENSHKO я 


PROBLEMA 16 


Resolución: 


PROBLEMA 17 


Resolución: 


kato- Das 9 «Gr 9)]= (а +6)[а + 6) +(т +3)] 
(2467 « (r+8)(a+6)- (2F +11r+9) = (a4 6) + (r+ 3X0 46) 


о) 
Dividiendo miembro a miembro (1) у (2) tenemos: 
г+и+з 2 
28.1649 5 
S? +20r +15 = 4 «220418 
Par -3-0 
rp-3 -r-3 


r 1 =r=-1 
Sir = 3 en (1) tenemos: a = 6, siendo los cuatro números iniciales: 3; 6; 9 y 12. 
Si r=-1 en (1) tenemos: a=-6, siendo los cuatro números iniciales: -5; -6; -7 y -8 


+. Número mayor es 12 


La suma de los “n” primeros términos de una BA. viene dado por: 


s = +в, 

larazónes: 

seara: veda 

Portela: Sra tata. а) 

Por condición: $,-4n +n 

Notar que: $,"40y*1 >8-5 

реб Dans 

También: 42)" +2 + 5-18 

геп: pone 

каеш 18=5ta nali 

Finalmente podemos observar que la razón т^ viene dada por: 
ы praias 

equivalente de: 


54921917. + (n + 1) 


Mediante una inspección minuciosa de la serie dada podemos notar que estamos. 
frentea la suma de términos de una P A. donde: 


A мчатгчлгсл; А 


ltimotérmino = a, = 4n +1 
número de términos = п 


Luego de acuerdo con lo expuesto en la teoría podemos utilizar la siguiente 


relación: 


Es decir: 


o 
s, [senem]. (me 
2 
S, 7 (2n 3) 
2 $,72n5 +3а 


Deacuerdoconclenunciadosepide: aj. — 


24; п=10 ^ Si =105 
ama, + -Dr 
=a, + 10-F 
> =a, 

at 
so 
5 (259и) 10 
105 = (a, + 24).5 
21 =a, +24 


Reemplazando (3) en (2) conseguimos: 


> 1-3 


Podemosnourque t, =3 A t 192 00) 


Sabemosques =" 
Sea: a-7 уф 
Uülizando(): — 192-34 
e= > 4-2 
De acuerdo con lo expuesto en la teoría, la suma de los “n” primeros términos de 
una PG. viene dada por: 


 Conlocual tenemos: 


De acuerdo con el enunciado la persona pierde los ocho primeros juegos, luego el 


dinero perdido viene expresado por: 
Рет ЗАЗ 43 62:263 2) 


Notar que en el octavo juego apostó: 3^ como perdió dicho juego, en el noveno. 


apostará: 3.3 -3* 
Por condición a persona gana el noveno juego, es decir gana; 
3'-6561 


беа "D"el dinero con lo cual se retira la persona, luego se cumple: 
D= 10000 + 6561 - P = 16561. 


uua dd 


Ahora podemos notar que: 

1=31-3(6) = 31-18 

1-13 

Poreltérmino general: 

a, =a, + (n-Dr 
Finalmente calculamos ауу: 

ayy 0—10) +56013) 

257=5+728 

ag 733 


Resolución: — Sesabeque: Sa =a, + aa + ay eset, 
2n + 3n =a +a Fa, + 
Haciendon =1: 2(1)*+ 3(1) =a, 
м 5a 
Hacjendon = 2: — 2(2543(2)-aj*a; 
846-542, 
9-2 


TPorpropedadi r= ay=a, =9-5 


Aras 


team CALAPENSHKO 
7 /RODO 


O EEE 
Simplificando: 80=(n+2)n 
0-n'«2n-80 
Factorizando: 0= (n-8)(n + 10) 
сеооа =8 o a10 


ComoneZ* лп 


PROBLEMA 24. Determina el valor de m, dé modo que los números 7; 2m — 1 y 15 formen en ese 
orden una progresión aritmética, para luego calcular la suma de los “Sm 4" 
primeros términos dela progresión: 

* 91:611 


Resolución: ^ Porcondición:  +7-2m-1-15 
Porla razón: 2m-1-7=15-(2m-1) 
2m-8=16-2m 
Am=24 
m=6 
Finalmente se plantea: 
+1261: 
34 términos. 
[ge 


s, | 


Sy, -(167]-17 


- $4, = 2839 


oxusuedeje»/uio2 193] 


PROBLEMA 25 Encierta progresión aritmética; el número de términos comprendidos entre 23 y. 
59 eseldoblede los comprendidos entre 23 y 3. Determine el número de términos. 


de dicha progresión. 


Resolución: Ое acuerdo con el enunciado podemos plantear: 


Despejando la razón: 
hh 
acl 
Para el primer tramo: 
23-3 20 


Tiza 


Para el segundo tramo: 


5@х+1)=9(х +1) 
10x+5=9x+9 


x-4 
Finalmente si “m” es el número de términos de la progresión, tenemos: 
те 3х:3-34)+3 
A m=15 


po 


Et 


Resolución: 


Por la propiedad de la razón “q” podemos plantear lo siguiente: 


10. 2x41 
qu ID tl 


100-6x43 «+ 6x43- 100 


team CALAPENSHKO 


гт, 


TT TA 


Thu E 


T, TT = 1. 


(5-1. Tasi 


Taqi e 2187- 
24-q o 943-4 


team CALAPENSHKO 


ино 


Por la fórmula de la suma: 


^| 


Simplificando tenemos: 


q'?-1-33(5 -1) 


(q+ Da -1) = 33(4° -1) 


q 


PROBLEMA 30 Si la sucesión (7, — 21, 63; £... es una progresión geométrica determine su 
razón ysu relación funcional correspondiente. 


Resolución: Recordemos que si q # 0, el rango de la función: 
(Gy) y = fG = aog": х = 0, 1, 2, 3,.....} 
Es una progresión geométrica de razón 4 
En nuestro caso notamos que: 


K9) «7; fO) = -21; (2) = 63 


Е primer término es 
a0 047 
La razón qes 
ш) m 
$977 
а=-з 


Finalmente la relación funcional ез: 


KGcy)ly = f00 =7. C3*:x = 0,1, 2,3,......} 


team CALAPENSHKO 


1. EnlaBA: & Calcular: 
*(-0.5 3) E=4+2+1+12+ 
Calcular *y* 
лв в)16 GEA 
a1 DEI os D) 40 Bas 
m7 юа 


7. Calcular la suma de los infinitos términos. 


1 
qr 


ук 
Dos términos correspondientes tienen el 

mismo valor. ¿Cuál es el lugar que Aus mi  0)3/з2 
ocupan? D) 1/32 E) 3/16 
A)lSavo — B)15avo +, C)30vo & El quinto término de una РА. es igual a 19 
D) 42avo. E) 20avo y el décimo es 39. ¿Cuántos términos hay 


que tomar para que su suma sea 465? 
3. Determinar el décimo quinto término de 


una PA. si la suma de “п” términos está A12 DEG 019 
determinada por: D)32 522 
DEL DI 


9. Dada la progresión: 


N33 в)35 ©)з7 З) ња, 
D)39 530 Calcular el cociente que resulta de dividir 
la sumatoria de todos los términos entre el 


4 Si se interpolas S medios. geométricos жекеден, 


entre : 8 y 5832 el quinto término de la و‎ n9 


progresión totales: dz dosis 
D)n-3 530-5 
A) 1944 B) 648 0729 А 
0)2916 E) 154 
10. Hallar el número de medios aritméticos 
неча que es necesario interpolar entre 1 y 19 


para que el segundo medio esté con el 
último en la relación 1/6. 


A13 DI GEG 
D) 16 Bi 


team CALAPENSHKO 


12 


E 


u 


ГА 


La suma de 3 números positivos en PA. es : 
18 sia estos números se les suman 2, 4 y 11 
respectivamente los nuevos números 
forman una PG. ¿Cuál es el mayor de los 
números primitivos? 


m 


DH ов 


95 


Panchito vende su caballo con la 
condición de que por el primer clavo 
de la herradura le dan un sol por el 
segundo clavo dos soles por el tercero 
cuatro soles ... etc, sí cada herradura tiene 
cinco clavos ¿Cuánto vale el caballo de 
Panchito? 


A) 5/1048575 
B) 5/.1046576 
С) 8/1032725 
D) 5/.1032346 
E) 5/.1042345 


Hallar la razón de un РА. cuyo primer 
término sea la unidad y tal que los términos 


delugares: 2, 10 y 34 formen una PG. 
Aus виз 03/4 
D)5/7 2/3 


La diferencia del tercer término menos el 
sexto de una PG. es : 26 y el cociente es 27. 


Calcular el primer término. 
А)245 2)234 07243 
D)1/9 E)5/9 


Determinar el término central de una 
progresión aritmética de 7 términos, 
sabiendo que la suma de los términos de 
lugar impar es77 y los de lugar par56. 


Bus 


025 
E)18 


An 
0)19 


ЕН солса А 


16. iEn qué tipo de triángulo sus lados 
forman una P.A. y P.G. sise sabe que el 
producto de sus lados es 272 


А) deósceles 
B) Equilátero 
C) Escaleno 
D) Mistlineo 
E) No existe dicho triángulo. 


17. Una pelota de hule cae desde una altura 
de 128cm y rebota los 15/16 de la altura 
base el cual cae. Si los rebotes continúan 
en esta forma. ¿Cuál será la distanci 


recorrida hasta quedar en reposo? 
Aj46cm B)4182cm C) 3978 cm 
D) 3968 cm ENA. 


18. Se deja caer una pelota desde una altura de 
990 m en cada rebote la pelota se eleva 1/3 
de la altura de la cuál cayó la ültima vez 
¿Qué distancia recorre la pelota hasta 
quedar en reposo? 


A120m — B)lS0m  C)9m 
D)150m E) 150m 
19 Enla RA: 
430, 76 100 


el número de términos comprendidos 
entre 10 y 76 es el triple de los términos 
entre 76 y 100. Calcular la suma de los 


términos. 
A) 1031 B)1412 ©1705 
D) 1836 E) 1505 


30. Dividir 40 en cuatro partes que estén en 
PA. de modo que el producto de los 
términos extremos sea al producto de los 
medios como 2 es a 3. Indicar el producto 
del segundo y cuarto término. 


лав 
D) 100 


B) 60 oss 


E) 130 


Ыр — 


20. Si: S, y S, son dos sumas finitas definidas 


25. Alo largo de un camino había un número 


EONS ES 
sa =1+447 оаа) 
Además, y 5, enn c mismo valor e 
iia les de imis, Enano, d 
кше 


impar de piedras а 10m una де otra, Se 
quiso juntar éstas en el lugar donde se 
encontraba la piedra central. El hombre 
encargado podía llevar una sola piedra 
empezó por uno de los extremos y las 
trasladaba sucesivamente, al recoger 
todas las piedras el hombre caminó 
3 Km. ¿Cuántas piedras había en el 


А20 в)20 oun p 
D)30 E42 

A17 B)41 029 

32. Tres números reales distintos de cero 0)13 Das 
forman una P.A. y los cuadrados se estos 
números tomados en la misma sucesión — 26, En la PA: 
conforman uma progresión geométrica. srazbie 
Hallar la razón de esta última progresión. Calcular: 
geste 3) 

A3«42. B25 — O43 S 
SEES s Na+b+e B)a? 2.02 

Са? +b" +c 


23. Dos cuerpos que se encuentran а la 
distancia de 153m uno del otro se mueven 


Сай +b ect 


E)ja-béc 


al encuentro mutuo, el primero recorre — 27, ia 
10m/s y el segundo recorrió 3m el primer 

segundo; en cada segundo siguiente (b-c? (с-а «(d- bj 

recorre Sm más que el segundo anterior 

¿Después de cuántos segundos los cuerpos A) abod B(a-d* — O(a-o* 
se encuentran? Do E) be 

А2 B)4s ов 28 En una progresión aritmética, el término de 
D) 10s E)3s lugar A es B y el término de lugar B es A. 


24. Calcular el número de términos de una 


Calcular el valor de (A + B), sabiendo que el 
segundo término de la progresión es el 


doble de su sexto término. 
progresión geométrica de razón : 2 siendo ER 

189 la suma de ellos y la suma de sus A лї 

cuadrados 12285. B) 10 

56 

D 


team CALAPENSHKO 


ЕА 


з 


Calcularel limite dela suma: 
s-i 

9 в 7 

D DH oj 

Dr E4 


De una progresión aritmética, se sabe que: 
S, T,7 (а +3)(п-1) 

Donde: 

S, : Suma delos "1" primeros términos. 

1, Término general 

Si:"n'esimpar,indicarel término central. 


Anil Bn«2 On*3 
0)п+4 Юп+5 
Si: ^; ^; с; están еп progresión armónica, 


entonces, las cantidades mostradas (en ese 
orden) 


A) EstánenPA 

B) EstánenPG 

C) Estánen progresión armónica. 
D) Soniguales 

E). Nose puede afirmar nada. 


Hallar la razón de una sucesión geométrica 
decreciente cuyo primer término sea la 
unidad y tal que los términos de lugares 
25, 4* y 5° formen una sucesión armónica. 


lus 
565-0 


эз. Una progresión geométrica de razón 2 es 
tal que admite Sn términos siendo la suma 
de los “n” primeros 8% y la suma de los 
últimos "n" igual а 16%. Calcular el 


número de términos. 
A)80 975 сво 
0) 50 E) 40 


34 El número de la suma de un número 


infinito de términos de una P.G. es; ү 
r 


donde "a" es el primer término, =1 < r < 1, 
es la razón. Calcular el límite de la suma 
de sus cuadrados. 


x. Ter 


E) 


Terî 


3& La medida de los lados de un triángulo 
están en P.G. de razón "q', entonces el 
intervalo de oscilación de esta razón será: 


A 


в) 


o 


D) 


3& Hallar la suma de ^n" términos de la serie: 
S=2.5+5.8+8.11+11.14+ 


A) 038+) 
B) n(3n"+6n+1) 
с) antata 
D) nOn 4) 
E) mGn-) 


37. SES, Sa, Sy; Sp son las sumas de 
series geométricas infinitas cuyos 


respectivamente. Determine el valor де: 
S +5 Sy tt Sp 


A1 вур opon 


DIE Юр? +1 


3A. Determine la suma de “n” términos de la 
serie: 
ed 
жук) уюу), 


"asy 


Sa 


e) (er). (nea) 
Si se representan las sumas de los x, 
Саар r а 
ЕС Е анс а 


E 


а 


Зе da una progresión geométrica de razón 
r + 0 y con el primer término distinto de 
Cero. También se da una progresión 
aritmética con el primer término igual a 
cero. Se suman los términos correspon- 
dientes de estas dos progresiones, 
obteniendose una tercera progresión donde 
los tres primeros términos son 1, 1 y 2. 
Calcular la suma de los 10 primeros 


términos de esta nueva progresión, 
A)977 2)978 0979 
D)980 Е)981 


En una PG, el primer término es “а”, la 
razón “q”; S4 la suma de las cuartas 
potencias de los "n" términos de la 
progresión. Señale el equivalente de: 


ta! -1) 
aqa 
А1 B) Primer término 
On 


D)Segundotérmino Е) Término central 


El primer término de una sucesión 
geométrica es igual a x-2, el tercer término 
esiguala x + 6, y la media aritmética de los 
términos prímero y tercero es al segundo 
término de la sucesión como 5 е аЗ. Hallar 
el sexto término de la sucesión y dar como 


respuesta la suma de sus cifras, 
A6 B)9 018 
0)24 E)23 


Determinar una progresión aritmética y 
una progresión geométrica, si se sabe que 
los primeros términos son iguales a 2, 
tienen el mismo tercer término, y el 
onceavo término de la progresión 
aritmética es igual al quinto término de la. 
progresión geométrica. Dar la suma de las 
razones de ambas progresiones, 


вз 


os 
B6 


team CALAPENSHKO 


44. Dadas as relaciones: 


slogax-logyy- log 
Calcular el valor que debe tomar el 
logaritmo de “Z” en base “х”. 
a 
m =) 
lor, c в 5 
8 
А6 
о у 
log, b 
log, 1-log,b 
De. D isti 


45. Dadalaprogresiónaritmética creciente: 
жарар Mes а, 
Sabiendo, que la suma de sus términos es 


5" y que la suma de sus cuadrados es 5}, 
surazón "r^, será: 


2-52 hansi -s*) 
M va) P Gir) 


NICE 
a) 
y EES y E) 


(93) ae) 


4& Una progresión geométrica consta de un 
número par de términos, la suma de 
todos ellos es igual al triple de la suma de 
los términos impares, halle la razón de la 
D 


DE B3 o04 
Ds B16 


E 


47. Indicarlas raíces dela ecuación: 


+ px +q= 
siescán en progresión aritmética (р #0) 


ЕД 
Үт 
Ую: dpa 
xp 


4& La suma de "n" términos de una PA 
aumenta 2 490, si se consideran 15 
términos más. Si el término de lugar 
(n + 10) es 180, hallar el término de lugar 
(2-10) 


A)30 »)20 O35 
0)40 E10 


49. El producto de los términos de lugar 
impar de una PG. de námero de términos. 
impares positivos es : 65536 y el producto; 
de los de lugar par es : 4096, Calcular el 
término central de la PG. más el número de 
términos de dicha PG. 


An в)22 023 
D)24 E)25 


50. En un círculo de radio “R” se inscribe 
un triángulo equilátero; en este se inscribe. 
un círculo y en este segundo círculo se 
inscribe un triángulo equilátero y así 
sucesivamente. Calcular la suma límite 
de las áreas de todas las figuras así 
formadas. 


o pres) mie) 


o E fas a) 


o fea) Efe 
IAN 


+ Efectuar operaciones con matrices, 
Calcular determinantes y determinar matrices inversas. 


a b ab 
* 

c d cd 
La experiencia indica que quienes leen por primera vez 

temas, artículos о libros referentes a matrices confunden el 

concepto de “matriz” con el de “determinante”. Esta confusión es 

indeseable y debe evitarse desde el comienzo. 


ARTHUR CARLEY 

Las matrices y los determinantes corresponden a dos categorías matemáticas (y 
lógicas) distintas: el determinante es un número, mientras que la matriz es un conjunto, 
ordenado de números. 


Una matriz es simplemente una disposición ordenada se elementos numéricos, 
esto es, una tabla de doble entrada que organiza cierto información cuantitativa o 
cualitativa. Esto debe interpretarse en el sentido de que entre los elementos de una matriz 
dad, nodebe efectuarse ninguna operación algebraica 


La introducción de las matrices al conocimiento matemático es un mérito 
que comparten tres ilustres pensadores europeos: William R. Hamilton, irlandés (1 805 — 
1865), James J. Silvester, inglés (1 814 — 1 897) y Arthur Carley, inglés (1 821— 1 895). El 
término “matriz” fue utilizado por primera vez por Silvester, en 1 850 para designar un 
arreglo rectngular de números, a partir del cual se pueden formar determinantes. 


Hoy en día las matrices se pueden aplicar a la física (Mecánica cuántica), 
ingeniería (teoría de las vibraciones), economía (modelos de insumo — producto y de 
cuentas nacionales), etc. 


Es sin lugar a duda la literatura sobre matrices una de las más extensas de la 
matemática pesar desu relativa juventud. 


team ISHKO. 


DEFINICIÓN: 

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos dispuestos en filas (horizontales) y 
columnas (verticales). Para representar a una matriz se utilizan letras mayúsculas, veamos algunos 
ejemplos: 


>zzaron 


Viene dada por la representación m x n, donde “m” es el número de filas y n" el número de 
columnas de la matriz. Para los ejemplos citados anteriormente tenemos: 


+ Aesunamatrizdeorden 2x3 += Besunamatrizdeorden 3»3 


Donde ayes elelemento genérico ubicado en а fila, columnaj. 


En forma abreviada se tendrá: 
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BELERICENEEPECIATES 
1. MATRIZFILA: Esaquella matriz que tiene una sola fila. 
А=[1 5 7 10] 


2. MATRIZ COLUMNA: Esaquella matriz que tiene una sola columna. 


MATRIZ RECTANGULAR: Es aquella matriz donde el número de filas y el número de columna. 
son diferentes. 
E 
A= 
laa 


4. MATRIZ CUADRADA: Es aquella matriz donde el número de filas y el número de columnas son 


iguales T 
4 
“[ 7] 


5. MATRIZ МОТА: Esaquella matriz donde todos sus elementos son iguales а cero. 
000 
ооо 


o 
o 
0 


Alda ^ Daa 
Siestas son iguales, es decir A = В se verifican simultáneamente las condiciones: 


L AyBsondeigualorden: m xn 
Il. Loselementos correspondientes son iguales: 


Az 


O 
255 
ооо 


IGUALDAD DE MATRICES 


Dadaslas matrices: 


3. ADICIÓN: Dadaslasmatricesdeigualorden 
Al AFD 


Sedefine: 


team. 


+ Hallemosla matriz A + B, a partir de: 


IBS Se 
0-2 


2:193; Гола: 
Sewell ew ж 
Јер aa +9 
^ [on 144) 912] 
3358 
A35 


sane 


MULTIPLICACIÓN 


2.1 Multiplicación de un escalar por una matriz: 
Sean: A=[0y],., ^ keR 


Se define: 


+ Multipliquemos por2a la matriz 


213 223 
аза ара 


НЯ 
2.2 Multiplicación de una matriz fila por una matriz columna. 
bu 


* MultípliquemosA por B, donde: 
: 
aman a edi 
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2.3 Multiplicación de dos matrices: 
Dadas las matrices A y B, existe el producto matricial de A por B denotado por A , B si se 
verifica lo siguiente: 


| N de columnas A- 


Luego: фр 
== 


+ — Veamosun ejemplo: 


Existe A. B? Veamos: 
Atieneorden2 2 —» N'decol =2 
Btieneorden2«3 -› N°de fil =2 


PcoldeA=N°fildeB seafirmaquesiexiste A.B cuyoordenes 2х3 
мів 231.272 5 
з 1]{1 2-з 
Ahora ве multiplica de forma similar que en el caso (2.2) 
лв | MEDED EEDEN 
(зуд) аја) ()»C2«Q) DADES 
4-1 -4-2 1043 
м [ri 2ھ‎ isa] 
3 6 1з 
“р и] 


Existe B. A? Veamos: 
NecoldeB=3 y N'fildeA-2 


Como: 


colde B» Nil de A, se podráafirmarque B. A no existe. 


En general: El producto matricial no es conmutativo. 


Teoremas: 
Sean A, By Cmatrices para las cuales se define la adición y/o multiplicación, además el escalar k 


1] k.A+B)=k.A+k.B 


2) A+B=B+A 
3) A.B.C=(A.B).C=A.(B.C) 
El 
5) 


6) 


toam C А АРЕН ашат I717 а 


Propiedades: 

Sean las matrices Ay Bdemodo que existen А.В y B.A 

1) Si: A.B=B.A sedicequeAy B son matrices conmutables. 

2 В=-В.А se dice que Ay B son matrices anticonmutables. 


3. POTENCIACIÓN: Siendo A una matriz cuadrada y"n" un entero positivo, se define: 


a.[2 a] [2 2 

eT 163) 

| artara eDay 
DNS OEM 

OES 

"es a] 

aui 3 

"s [5 -2 


"TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ 


Dada una matriz A, existe su matriz transpuesta denotada por A" y definida como aquella matriz 
quese obtiene al transformar las filas de Aen columnas. 


Propiedades: 
Siendo A yB matrices y el escalar k 


1) (A+B =a +B" 
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Sea la marriz: 


Donde: 


S 25 SERVACIÓN 


“Toda matriz cuadrada de “п” filas y "n" columnas es de orden п. 


(TRAZA DE A (TraziA)) | 
Se denomina as a la suma de todos los elementos de la diagonal principal 


TRA) za tag + Ag ot Dan 


+ Paralamatriz 2.5 4 
Аа sce d Traz(A) = (2) + (8) + (-4) 
119 “Traz(A) = 6 
Propiedades: 
Siendo Ay B matricesy el escalark. 


1) Traz(A + B) = Traz(A) + Traz(B) 
2) Traz(k. A) =k. Traz(A) 
3) Traz(A.B) = Traz(B. A) 


[MATRICES CUADRADAS ESPECIALES 


MATRIZ DIAGONAL: Es aquella matriz no nula donde todos los elementos fuera de la diagonal 
principal son ceros, veamos algunos ejemplos: 


200 300 
a=[o 1 0| 5 B=[o50 
003 000 


2. MATRIZ ESCALAR: Es aquella matriz diagonal donde todos los elementos de la diagonal 
principal son iguales un námero К #0, veamos un ejemplo: 


400 
A-|0 4 0 
ооз 


Dk MATEMATICA 1 


3. MATRIZ IDENTIDAD (I: Es aquella matriz escalar donde todos los elementos de la diagonal 
Principal son iguales ala unidad, veamos un ejemplo: 


100 
ı=lo 1 0 
001 


4. MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR: Es aquella matriz no nula, donde todos los elementos 
ubicados debajo de la diagonal principal son ceros, veamos un ejemplo: 


MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR: Es aquella matriz no nula, donde todos los elementos 
ubicados encima de la diagonal principal son ceros, veamos un ejemplo: 


EN 


218) 


CARACTERÍSTICAS NOTABLES DE ALGUNAS MATRICES CUADRADAS 
1. MATRIZSIMÉTRICA: SiAesuna matriz simétrica, verifica 


ATA 


2. MATRIZ ANTISIMÉTRICA: Llamada también matriz Hemisimétrica. Si A es una matriz 
antisimétrica, verifica: 


АТ=-А 


3. MATRIZIDEMPOTENTE: SiAesuna matriz idempotente, verifica: 


5. MATRIZNILPOTENTE: SiAesunamatriz nilpotente, verifica: 


AF £0; (matriz nula) 


Donde Pe N/P>2 
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ALGEBRA 


DEFINICIÓN: 
Un determinante es la relación funcional que aplicada a una matriz cuadrada la 
е una matriz cuadrada, su determinante se denota. 


transforma en un escalar (número real). 
así: det(A) ó |А] 


DETERMINANTE DE ORDEN UNO 


A=lal > [al=a 


Según la regla de Sarrus 


(MENOR COMPLEMENTARIO DE UNA COMPONENTE 
El menor complementario dela componente (elemento) a, denotado por M es el determi 

la matriz que resulta aleliminarla fila i yla columna j dela matriz dada. 

2424 

23 ; 


TT 


+ Para: 


El menor complementario de а,; = 4 es: 


s 2 
1 з|®-®-@.(=15-2 
> My=13 


[ = 


697 7 
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ОЦЕ rarer f 


Elcofactor de la componente (elemento) a, denotado por C, se define de la manera siguiente: 


Elcofactordela componente ayy es: 
оона PS 
Co Al 


€ -0-[0-(9-(.C-]2342 
5 Ges 


2 
. Para A=|1 
2 


оф 
pea 


Teorema: 
El determinante de una matriz será igual a la suma de los productos obtenidos al multiplicar todos 
los elementos de una fila (о columna) por sus respectivos cofactores. 


2.13 
. Pai A-1152 
321 

Con los elementos de la primera fila: 


s-2 i -2 ШЕ 
ا ا‎ ајр 
[A[=(2).(9)-0).7)+(-3) C13) 
[A|=18-7+39 
[al=so 


OBSERVACIÓN: 


teorema anterior se recomienda escoger la fila (o columna) que presente más ceros. 


Propiedades: Dadas las matrices cuadradas Ay By el escalar k: 
1) 1A.5/=/A1.181 

2) |W|-IAl 

3) IkAl 


A[;"n"ordendeA 


4) Sidosfilas (o columnas) son proporcionales el determinante será igual a cero. 

5)  Sitodosloselementosde una fila (o columnas) son ceros el determinante será igual a cero. 

6)  Sisepermutan dos filas (o columnas) el determinante cambia de signo. 

T) El determinante no varía si a todos los elementos de una fila (o columna) se le aumenta un 
múltiplo de otra fila. 

8) El determinante de una matriz triangular superior, triangular inferior y diagonal se obtiene 
multiplicando todos los elementos de la diagonal principal. 
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2) DE ORDEN TRES 


3) DE ORDEN CUATRO 


DEFINICIÓN. 


Una matriz cuadrada A es no singular, también llamada regular, si [A] #0, así mismo si |A] = 0, la 
matriz Aserá singular. 


кыы 
MATRIZ INVERSA 
DEFINICIÓN. 


Dada una matriz cuadrada no singular A, si existe una única matriz B cuadrada del mismo orden tal 
В = В.А = I (matriz identidad), entonces definimos B como matriz inversa de A y lo denotamos. 


que 
pora” 


Teorema: 
Una matriz cuadrada tiene inversa si y solo sí es una matriz no singular, en tal caso se dice que la 
matrizes inversible, 


Propiedades: 

Sean Ay B matrices cuadradas no singulares yel escalar k: 
MALA АЗСА 

2) (A.By'c B^. 

3) 

а 

5 
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OBTENCIÓN DE MATRICES INVERSAS 


1) DE ORDEN UNO 


2) DE ORDEN DOS 


. Para 


391 
22 


lala- (2-(2. (026-274 


1 2 I.1 [2 “1 
irl sje: al 


Finalmente tenemos: A^ 


RENS 


Para matrices de orden mayores o iguales a tres se recomienda utilizar el método de 
Gauss — Jordan, que consiste en construir una matriz ampliada (A : 1) de donde por 


operaciones elementales debemos encontrar otra matriz ampliada (1: B) con lo cual se podrá 


afirmar que Besla inversa de A, es decir: B- 


1 
F) feji 23 
5 -2-80, 


Determine la matriz inversa de cada una. 


afa 2). 
291 
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» TESEO zs 


PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


SIA es una matriz cuadrada de orden п; I es la matriz identidad de orden n. 
Indicarel valor de verdad de las siguientes proposiciones: 

Dı Si: A?=A+ L entonces [A] = 0 

T) Si: [A-KI| 0, entonces [ATi] =0; ke 


шу. Sis M= A] -A entonces |M] = |A[" 


Deacuerdo con la teoría procedemos al análisis de cada proposición: 


D A=A+I => AASI < А.(А-)= 
Tomando determinante: — |A.(A-D| = Ш 
(AI А-1] =1 
Dedondeesevideneque — |A[=0 
+ Esfalsa 


шу 1А-ю = [(A-kD"| = JAT- D| = JA - M7] 


Como: f" = 1, entonces: 


Observar que cuando 


Entonces 


шум = [А-А = 


Рог dato tenemos: 


IA-Ki| = 7 —k] 

ГЕТЕ? 

Ika] =0 

Esverdadera 

IM = HAT AP] = 1A". [8^] = |А|*. [AD^ 
IMI = ТАГ 


Esverdadera 
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JA-B|- (0-93) -3 «15-18 
ЈА +В[= (3003) 0003) -9-3-6 
Гав|-2в| = 4|B| - 4[to)0 - 0 2] - 4L2] « 8 


2 кабо 


PROBLEMA 5- SiAyBsondosmatrcesdefinidaspor ,  , 


POR aj nere s 1 prx, sere isj; i= 
UU AA (DO 


B= [by], igue by +b, =0; by =0 Vi=j y el vie] 
Calcular: detA +B) i 


22-2011 (202 
л+в-|1- 4 cea o 1|=[o 4 
2363200 6 
Ahora procedemos a calcular el determinante en función de los cofactores de la 
primera fla: 
4 o| о 4 
о ео 


de(A +В) =48+4 


dei(A +B) 


2 de(A+B)=52 
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FROBLEMA 4 


Resolución: 


PROBLEMA 5 


Resolución: 


Sabiendo que: 
„ja ® ej 
p q г=-2 
stn 
Calcular: i 
a cb| ja p s| jern 
Ke|p v a|e|c ır n|-|a р si 
snot iba t| [b a t 


Analicemos cuidadosamente cada determinante que conforma К 


a c bl 
рга 


sn ou 


: 


|; r | Al permutar la primera y la segunda fila, luego pérmu 
b 


Se obtuvo al permutar la segunda y tercera columna 
del dato, por tanto su valor es: 2 


Se obtuvo al permutar la segunda y tercera fila de la 
transpuesta del dato, por tanto su valor es:2 


p з] tar la segunda y tercera fila se obtiene la transpuesta 
ч t| del dato, por tanto su valor es: -2 
Finalmente к-2+2-(-2=-4+2 
A K=6 
si 
s 1-0 6 
2.04 9 
Aso o s 3 
0 01-3 
Calcular: |А] 
El determinante pedido es: 


lal 


Fermutando columna 1 y 2: 


Al= 


1506 Е 
Bíecsando r, +F: Jal=[9 2 à 3| 
o 090 
Permutando columna 3 y 4: 
1560 
0294 
lal=lo o s в 
ооо? 
Finalmente en la triangular: 
AMARA 
EN 


IM|-7-D07-20-20-30-28-2 


[m= DDED 
2 ]m|=240 


СЕВ? атса 4 


Resolución: — Teniendo en cuenta a los cofactores de la primera columna tenemos: 


fa b о 0| ъоо 
o a b — о abo. 
JAl-a.|o o O|«CI*" .b.|0 a b 


o 


Podemos observar que cada determinante le corresponde a una matriz 
triangular, luego tenemos: 


JAj=a (a*7) « C-**! . b. (p) 


5 lala s CDS ct 


А? -13A - 680 « 1 
(A-170(A «4D «1 ' 
(A-1717 (А - 17D(A +41) = (A - 171) 


1. (A * 41) = (A -171)* 
А+41= (A-1707 


"Tomando traza tenemos: 
Traz(A + 41) = Traz(A - 171) 
Traz(A) + 4Traz(I) = Traz(A 17071 
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-B-A Determine usted la matriz. 


PROBLEMA 9 SiD es una matriz inversible, tal que: D = A7 
D';neN|nz2011. 


Resolución: Por condición tenemos 
р-А1.В.А 


Ahora podemos plantear: 

D^-D.D.D. 

D^ = (A78. A). (A.B. A) .B.A). (ACT. B A) (AC B. A) 
Edu ES c 


Como А. A”! =1, tenemos: 
D^ - AT .B.1.B.1.B:1,...1.B.1,B.A 
D^ «A^. B.B.B....B.B.A 


AS 


PROBLEMA 10 Si A, ByX son matrices cuadradas tal que: 
1 yer 0 
NEC osos 
y x'3 
sb], / 5-27-11) es анте 


2A- AT +B +B 5X +3 
¿Cuáles ln гага dê X7 


Resolución: Observar que: _ Traz(A)=9 
Сото A es simétrica: AT =A 


Сото B es antisimétrica: BT 


Por condición: ^ 2A-AT «B4B -X«3A 
2А-А+В-В-Х+3А 
А=х+3А c» X--2A 


Tomando traza; — TraxX) = -2 Traz(A) = -2. (9) 


Resolución: Supongamos que M «(1 1). Ahora buscaremos m'é 
(62-6 I-G 
E AA 
меме 3G J- GI- 


Does 
ES 
уу 


Por formación: Mê = (ES A 


Logd F „Ahora buscaremos N" 


КЕСЕНЕ 
NN .N= 41.N = 4N 
NÍ N.N = AN. N = AN? = Жар = 161 = 21 
NaN .N= 21.N = 2N 
OPEN? e NIS = 2N 
NS 212. 4N 


2 = 2(3 3 
(2) 


sae A A 


о 1 туо 
Resolución: © MEA. A=|0 0 1/0 


jt 
Ъ ИЕК 


Observar que para la matriz dada, la ecuación propuesta se reduce а: 
2 
Barro 
е 


Ет 


1 
^ 
001 


1 
1 
o 
TEN 
ZH 
001 


Xceneos de ^ =1+14 3+141+1 


ЖАН: 


= 
ооз ее- 


etx 
CIS 
ооо oo- 
эон 


© ALB 
2 Xemenosiee ^ = 15 


A 109 A eue mmnLc 
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FROBLEMA 13 Si Aes una mania definida por A 3) e satisface 1a ecuación mania! 


0-2, 
X2 +3X + 21 =0 (1: matriz identidad) y si В у C son matrices de elementos 
'enteros que satisfacen А = В? + C". Determine la matriz B-C 


Como A satisface la ecuación: 
х2 +3х+21=0 
A SA 20-0 


Multiplicando por la matriz A: 
A +3۸" «2A 70 


Formando un binomio al cubo: 
A ЗАЎ +A + IA + 
(A+ =А+1 


(ADA 
(AD 
(AD «CD! = А 


PA 


Por condición : В? + С? = A, luego podemos plantear lo siguiente: 
B=A+l a Cal = B-C-A«2I 


O también: B=-1 A С=А+1 = B-C=-A-2l 


+21 6 -A-2 


PROBLEMA 14 Determinela inversa de la siguiente matriz. 
120 
A-|0 203, 
0.01 


Resolución: — De acuerdo con el método de Gauss-Jordan procedemos asi. Formando la 
matriz ampliada ( 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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PROBLEMA 15 


Resolución: 


NAZI 
100 
He 
оол 

iooird s 

$20 $13 

сото 1 


Maliplando a la senda fla por 3 conseguimos 


1 j 


100 
010 
001 
Observar que a partir de (A:I) mediante operaciones elementales hemos. 


conseguido(1 : B), luego podemos afirmar que B es la inversa de A (B = A?) 
11 3 
atejo & 4 
0 0 1 


SiXesuna matriz que satisface a ecuación matricial: 


3962-62 


Calcular la traza dela inversa дех 1 


жылбай: EES 


Observar que: — |A|-1 y |B|-1 
Luego A y B son inversibles, la ecuaciones: 
A.X'.B-C 
Hallando las inversas de A y B según la regla práctica se obtiene: 


1-r 
0 1 


En la ecuación: A.X? 

Multiplicando por A^ : 
AT.A.XT .B=A^.C 

TE 
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UBRO P MATEMATICA f 


Multiplicando por B% 


-0.87 
ato. 
Ф.в 


Hallemos А. 


Hallemos (A^! C). Вг! 


PROBLEMA 16 sc; cl polinomio: 
yla matriz: 


Calcular la suma de los elementos de F(A): 


Resolución: Se pide la suma de los elementos de la expresión matricial: F(A); la cuál se define 
así FIA) A -2A-1 (0) 
2 n 
Primero hallaremos ۸-۸.4 
mid 
Luego, en(*)serendrá: F(A)=|3 з 


Efectuando la multiplicación por 2: 
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е 
"ә He SH e 


Resolución: — Sea T el equivalente pedido, entonces nuestra estrategia para encontrar dicho 
equivalente consistirá en calcular el determinante mostrado como radicando, 
empleando para ello las propiedades expuestas: 

-b-o ж 22 

2b | (b-c-À — 2b 

2 2х (e-a-b) 
Sumando la 2% y 3% fila а1а1"®*: 

par (аъ) Я 


2b (bea) 2% 
2 к (e 


Extrayendo de la 1°" fila el factor (a + b +€): 


А 1 
(a+b+cj2b (b-c-a) — 2b 
Dc 2с (c-a-b) 


Restando la 1%* columna de las otras dos: 


1 e o 
(a+b+oj2b -a-b-c 0 
2c — -a-b- 


Aquí encontramos el determinante según el criterio de los cofactores: 


arrola- E e 


Desarrollando, nos queda: 
(a*b*c)(C-a-b-c(-a-b- 9) - (a b«c)? 
Finalmente e equivalente será: 


Tilo 


T=a+b+e 


Ma ETERS 713 ALI dr 


oxusuedeje»/uio21931A 


algunas. 
“Ж АР ot 


ma lm 


e iQ] Dt e ЕКЕ 


рей: EH е E Al 
„гь, ORE CE 352 31530 
" sd EE 322 
"IT NEST 
ig Ass 1, Pee stessa 
Se QV at A [0140]. 1 [37325312 37+32+31 +30 


зао sa 
i [371437253 «2 37-1 ی‎ +з! +39 
inducción: VERS 
> P wor заса estes ورو‎ astaa 
Donde la suma de los elementos de su diagonal principal está dada así: 
Ena. a 2) 
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FONDO EDITORIAL норо E ALGEBRA _ 4 


Debemos recordar la siguiente suma notable: 
xcxb ex ex 


Dadalamariz: 
4 8 4 
- co -Аййлу=-|-7 9 -S| y IA A] 
1 16-30 К]. 
Mallarelvalorde*k te m > 


De acuerdo con la definición de matriz inversa se sabe que: 
Ta 
A лал) 
Tal 
Tomando determinante a ambos miembros: 


a Li 
la [iras] 
Despejando, encontramos que: | Adj(A) | = |А|? 


Reemplazando datos, deducimos que: | AdKA)] = (C4) = 16 
Sustiruyendo el dato de la matriz para Adj(A) en (°): 


а -8 4 
7 9 =6 


оок 
Efectuando: C, - Cs, se consigue: 


0-8 4 
-2 (9 -s-16 
(-6-k) 10 k 


Desarrollando el determinante según elcrieerio de os cofactors, la igualdad será: 
a ңа s 
hy x чс КЕП 
Finalmente efectuando operaciones, se obtiene: 
S(-2k-30-5k) + 4(-20 + 54 + 9k) = 16 
fecundo ls muliplicaciones indicadas: 
2(-7k-30) + 9к+34=4 


Finalmente al reducir nos queda: 
z 6 
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MATEMATICA 1 


Resolución: Por tratarse de una matriz de un orden mayor que 3, procederemos tal como se 
hizo enel ejercicio anterior. En este caso restaremos la 1™ fila a la 2%, 3°", 4", y así 
sucesivamente ...... de este modo el determinante mostrado en el 1" miembro de la 


Luego por ser un determinante para una matriz triangular superior, su valor se 
o 
аа 9:2... (0-2) -1) 
Por condición se sabe que: 
(XC3)0 -3)-2.....((n-2)-3) = 0 


Efectuando las multiplicaciones indicadas: 
xix--2).....(x- (0-2) = 0 


En consecuencia; las raíces de la ecuación son: 
x= Ox = xg 72x, =п-2 


Xderaíces-O + 1 + 2 + .....+ (n-2) 


s ھە‎ DO 


A A 716 Breit MiSs 


Resolución: — Considerando un determinante de orden "n" procedemos a sumar todas las 


columnas a la primera. 
IS 
*(n-Ds x 
ГЕ 8690 


+(@а-1)я я 


Extrayendo el factor común de la primera columna: 
MR en 
хол 

xx 


L-(x+(n-1)x) 


Restando la primera fila de todas las demás conseguimos: 


Estamos frente a una triangular superior luego: 
LD MAA (2 
(п -1) factores. 


шека) xx) 


аьр er ERES 
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Estamos frente a una Vandermondiana, luego: 
Род = (a -э0 ab - aab - x) (ac—ab) (ac à) (ac) 
las raees del polinomio PG se consiguen de: 
Ё -x=0; ac-x = 0. En consecuencia: 
xmab; хаас 


х= 
Suma de raíces: _ 

Esarabrac 

s Xsadebec) 


Resolución: ^ Aplicando cofactores con respecto a la última fila: 
x1 
42-20 x -x=0 
x20 


Restando a la primera fila la tercera (F; — F3) 


team CAI ISHKO. 


o a-a 1 
х 2 0 


Aplicando cofactores con respecto а la primera columna. 


aem? Мо 

Ax! ezx[c- 203) -x] 2 0 

Ax +2х[-х®+х]=0 e -26 «6-0 
26-63-00 ao 


xXx-320 e x «0v x-3-0 
De donde: x = 0; xj =0 v xj =3 


2. CS= (0:3) 1 


2-2 [ос 
A-mis|-1 0 -2|-m|o 1 0-0 
aaa] (001 
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E о _ ame! А 


а-л) 2 -2 
Km-D -m -2 |-o 


o а а-а) 


аара ac] en а] 
(4-m)(m? т -2)- (m - Dm -4) - 0 

(4 - mm - 2m « 1)- 2(m - (m -2) « 0 
(m - 24 - mn « 1) -2m - 1] «0 
(m-2)4«3m- т? -2т +2) =0 


(m -2(-m* + т +6) = 0 + (m-2(m* -m-6)=0 


(т -2)(т —3)(т +2) = 0 + m= 2; т = 3; m= ~2 


3 2 o -2 
“ е 


Resolviendo la ecuación matricial tenemos: 


BU.BLARBU CO IA 


team CALAPENSHKO 


PROBLEMA 26  SiXesla solución de: A.X = B, calcular: Traz (XT. B). Donde: 
1T 2 
E = 


Resolución: — Teniendo en cuenta la resolución del problema anterior, la solución de la ecuación 
matricial será: X = A" . B 


Ahora en la ecuación 


a 
AB 
X= AB: E 


Notar que: 
x-p з] 

Luego: 
À 2 
xa з]. -ш 


Traz(x".B)=1 


PROBLEMA 27 Sean las matrices: 


oaa RRE 
оо м 007 
Encontrar elvalor dezu + v + w + x + y +2,sisecumple que 


A.B =1 


Resolución: De la ecuación: 


AB A 


Hallemos la inversa de la matriz A según el método de Gauss — Jordan. 
100 


а 
010 10 
1o 


' 
i 
' 


001 


PENOSA 


Sumando a la fila 1, las filas 2 y 3 tenemos: 


1001124 * 
01-2,020 
001004 
Sumando a la fila 2 el doble de la fila 3 conseguimos: 
1001124 ' 
ото! о2 8 
0011004 
Finalmente: 
124 
Aso 2 в 
004 
Por condición: 
зум 12 4 
o x у|-о2 в 
o o z| [o 0 4 
14 iq 
Luego: 


uevewsxeyszele2e4424844 


sur ye wexeyeze2i 


Resolución: Como A es una matriz simétrica verifica: A = A", luego: 
A+AT=2A > Traz(A+ AT) = Traz(2A) 


E 


PROBLEMA 29 


Resolución: 


x) 


Como: A = А? se cumple: 


а=1+/2;Ъ=@3-1 ^ с=-#З-/2 


Sumando: 


arbre=0 + a+b" c e Sabe. 


Reemplazando (3) en (2): 
Traz(A)=3 
Finalmente en (1): 
тгаа(2А) = 2Traz(A) = 2.3 


2 Traz(2A)=6 
SIA y B son matrices involurivas tales que: И Н А 


" 0 -Y " 2T 2 
л ве tpm 


Se pide: 

(A+B)? = (A *В).(А +В) = А? + B.A + A.B+ B* 
Como A es involutiva + А? =1 
Como В es involutiva + В? =1 


Luego: 
(A& BP =1+B.A+A.B+1=B.A+A.B+2 


Finalmente la matriz (A + BJ? será: 


Resolución: Con la finalidad de usar un método inductivo en la resolución de este problema. 
ез necesario hallar la matriz A”, veamos: 
PA | р ФЕ A| 
a olla o à 
twitter.com/calapenshko DE 


ena y КА] [too a] 


alo flo a 


Notar que: 


EH 3 срт 
Ahora elevamos al exponente “a” а ambos miembros: x 
(A* = (at. D* =a.» A айн, 
Multiplicando por А: 


AT A mat pA 


Observar que: 
|1 0], дле [^ 9 
А uH ws 
Qoam 
ма o 
Finalmente: 


+ E de elementos de "Af" + Af + 1” = 2, aff 
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ARE 


tos 
xi 4L[s«4 a ат 
Podemos afirmar que: Conmutables respecto a la multiplicación. 
¿Cuáleselvalorde“m + n"? 
Nxtysz Bxer-5y хуча 
D)xz <y? E)yz=2x A1 B)-1 Q2 
2-2 n3 
2 Los elementos de la diagonal secundaria 
dei A. B, suman: e «¿e 
24 1z : 
s 3 vn 3 داه‎ зува 
As за - › E 
ҖЕ 22,3 
N7 B)8 o9 Calcular: Traz(A . B) 
0)10 D6 
A BA со 
0)2 Es 
3.  Seanlasmatrices: 
b 
a-f Al 7. Dadala marriz: 
o -a 
2 wt) 
Sise cumple que: A + В = I, donde: Entoncesel valor de М! es: 
р E К j 
° 
pa E 
мее 3) B 
Calcular: a + b + 2¢ 
aos) 
NA в)-1/2 со "гї 
D)y2 Br aofo -1 ГЕ =ї 
D) 1 0 E) о! 0 1 
а s 
* ы 
са 
Hallarelvalorde: 
|2+а Ы £ 1d 
2+< al*?l1 » 
a2 Da оо 


52 
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1, 


n 


12 


1 


) 


Determine la suma de todos los elementos. 
de P(B), donde: 


Р(Х) eX -2Х? +1 


A 52 93 
D)4 95 
¿Para qué valor de “m” la marriz: 

m1 

1m 
'esidempotente, 
aa вз си 
D)-1/4 E) Ninguno 
Dada la matriz: 

оло 

A-|o 0 2 
300 


Hallar la suma de los elementos de: AY 


ne? вв" ов“ 
De" юв" 
Calcular Traz(A. B + B.A) 
12 Т 123 
A=|-3 2 -ifa 8-|2 4 6 
2.10 123 
A)22 DI оо 
D)-12 E-22 


Calcular la parte real menos el cuadrado de 
Ja parte imaginaria de: 

эана 
Tei A 
a 1 


z 


в-а 


TEMÁTICA Г. 


44. Calcularla suma de soluciones x, si: 


Ee 
0 x-2 2 |-7 
1 0 к-4 
A2 D ов 
0)2 EA 
15 
1. 


Calcular la suma de los parámetros "m" y 


"n" de modo que: 
А + mA + nl =0 
Siendo Па matriz identidad. 
А10 в)-11 912 
D)-13 E)-15 
17. Dadaslasmatrices: 
111 
A- 3 boe 
D usd 
TOT 
17b e 
+b b oc 
Entonces podemos afirmar: 
AyA|-IB| в) |A|- ab] B| 
|= 518 
D)A|-(a-b]B| ^ E NA. 
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18. Cuálesun factor de: 


xy y x 
ңху)=| x x+y y 
y x oxy 
Ay D ox yt 
D)xey Ex-y* 


19. Determine la expresión equivalente а: 


abe| jabel 
c a b +30 be 
bea оос 

Аатын Batbte 

©) babe 

Da +b? +e? E) (ab- be + ac) 


20. Calcular la suma del mayor elemento con el 
menor elemento de la matriz A de orden 
3x2; cuyo elemento genérico es: 


21. Calcular: Traz 00, donde "X" es la matriz 
que satisface: 
К.хев 
Donde: 


UE. 
"rt 
A8 B)9 сузо 
D) E12 


siia] 


Calcular: тад“) 


A32 B)30 оза 
D)28 536 


El valor de "x" para que tres de las seis 
matrices no sean inversibles es: 


мо B3 ©з 
D)-14 91 


Sean: а y b números enteros positivos 
pares; con estos números se forma la 
matriz: 


rp 


(I matriz identidad) Hallar el determinante. 
dela matriz: 
а 2 
> b 


A10 вую c16 
D)-12 E12 


a =) 
Ајо 1 2|side(A«De12 


Determinar para qué valor de “a” es 
invertible la matriz: 


Aja eR -(0;2) 
©)аей-{0) 
DjaeR-(1:2) — EaeR 


BacR-(0:2) 


Si: E= |A| A^. Determine el valor de: 

М [E.E'|EI| 
Sabiendoque |A] = 4 y Aesdeorden4x4 
ы 54 as 
D4? Da 


ГА 


Sea: М = (A/det(A) #0}, donde: 


70 72 Z 
A=|105 108 2+3! 
140 144 2-3) 


¿Cuántos elementos tiene el conjunto 
Ww? 


mo Dr o2 
DE EJ4 
Si: lApal =2: 18221 

Calcular: 

DE ar 
DEI 52 
Seas 


entonces la matriz B tal que: АВ = BA 


es 
"| ре 2] 


-afe Me 
o Y »[ Ye 8 
Va ys 
5 p °| 
s [5 Й o ще 
Ye o yb -afbe 
Calcular: Traz(A) + Traza”); siendo: 
10 
А-2 0 
123 
машв 8406 047/6 
0)53/6 8059/6 


о 4 
Е 
іта А") = 128 
Calcular: 
2041 
n-2 
EE ms 97 
D)9 D4 


Proporcionar el valor de verdad de: 
L Alesinvolutiva 

Ш. Ažesidempotente 

Ш. A"esnilpotente 


АРУУ 
D)VEV 


B)FVF owr 


E) FER 


зз. Determine la traza de A si se cumple que: 


12 10 
ar? ( ) y | ) 
01 01 
 ADMISIÓNUNI 2017-1 
A1 B2 © 
D)2 B4 


Marcar (V) 0 (F): 
L А-1 пеН л nespar 


П. А-А «+ neN л nesimpar 
HL A.B=B.A +> A= B, donde B es de 


orden2. 
AYWV BVE Сув 
D)VEV EJFVF 
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as 


3. 


Determine los valores realesde x para que 


Jas 1 
lamatriz: A 

[S as 
sea inversible. 
А)х55 В)х20 Oxz5 
D)xz-3  Юхг5лхәб 


Sex А = [aj una matriz triangular 
superior de orden 4, tal que: ay = 1, si: ij, 
además: B = [b] =A"; ne N/n22. 
Hallar: by, 


An в х0 
EORR) 
prada 


6 


Determine el valor del siguiente 
determinante: 


о 10 
92 " 
0132 9 
D)210 в 
5E)312 


Calcular el siguiente determinante: 


A54 
B)24 
0-54 
Do 
gi 


Calcular A], si: 


= 


40. Alresolver, calcular“x": 


1 
E 
2l-o 
be 
m 
bte 
a+b 
twitter.com/calapenshko 
41. Calcularelsiguiente determinante: 
23 4 5 
2 »34 5 
25 2 3 а+4 5 
2з 4 asl 
Aja*14 Ва? +14 
с)а*-14 
D)a'(a-14) E) a (a +14) 
42 Calcular el valor del siguiente 
determinante: 
DEO wi d 
1 dé 11 
hi ia AIT 
а odis 
A) (а+Ь)Ъъ+с)(а+с) 
B) (1+а)(1+Ь0(1+с) 
С) -abc 
D) abc 
E) 1 
43, Calcular el determinante de la siguiente 
matriz 
1234 
2345 
3456 
4567 
En во оз 
D)120 5720 


tear 


44. Dos jóvenes acuerdan enviarse mensajes 
по detectables, cada letra en el mensaje es 
reemplazada por el número de su posición en 
el alfabeto (excluidas de "LE y "N") y ese 
número es una entrada de la matriz M. Por 
ejemplo: EDAD es representada por la matriz: 

s 4 

САЯ 

Para mayor seguridad, cada mensaje con 

cuatro letras es enviado con codificación 
MT, donde: 

ml zi 


TEM 
Si uno de los jóvenes recibe la matriz 


5! s 
27 -12, 
Entonces, el mensaje es: 


A)AMOR — B)ROMA © C)COMA 
D) ROSA E) AROS 


45 Dadoelsiguiente determinante: 
234 


-10 


abe 
x 4-1 
bex 


тива 
nace 
“van 
cr.» 
манан 


ло B)10 20 
D)-10 E)30 


4& Dada la matriz singular A, determine todos. 
los valores dex. 
2x-6 x -1 
А-| x x a 
4 4 x-4 
Indicar como respuesta la suma de los 
valores hallados. 


A6 B)8 ою 
D)-3 E16 


а. 


БИ 
D4 


Hallar |А? |", conociendo 


1 2з 


ao 


Ам 
O 2-0! 
DI 
Calcular: 

TET 

1 

La 

19 
AF B 
0) 2" 


E 


1 


2 


MATEMATICA I 


3 
CIS 
243 


B) 11.31.51... 2n-1)! 


DI 


o 
o 
o 
o 


o[eT 


E 


e 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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CAPACIDADES: 
+. Reconocersistemas de ecuaciones lineales y no lineales. 
e Resolver sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. 
= Aplicardeterminantes en la resolución de un sistema. 


SISTEMA DE ECUACIONES EN LA ÉPOCA DE 
ARQUÍMEDES, Arquímedes desafiando а los matemáticos de 
Alejandría les propuso el siguiente problema: “El Sol tenía una 
ganadería de diferentes colores: blancos, zainos, manchados y 
castaños. El número de toros manchados era inferior al número de EPITAFIO DE DIOFANTO 
toros blancos en 1/2 + 1/3 de veces el número de toros zainos, e inferior al número de toros zaínos en 
1/4+ 1/5 de veces el número de toros castaños, e inferior al número de toros castaños en 1/6 + 1/7 de 
veces el número de roros blancos. 


Por otra parte el número de vacas blancas era 1/3 + 1/4 de veces el número toral de ganado 
zaino (vacas + toros), mientras el número de vacas zainas era 1/4 + 1/5 de veces el número de ganado 
castaño: el número de vacas castañas era 1/5 + 1/6 de veces el número de ganado manchado, y el 
número de vacas manchadas era 1/6 + 1/7 de veces el número de ganado blanco. ¿Cuántos toros y 
vacas había de cada color? 


En nuestros tiempos resolveríamos el problema mediante un sistema de ecuaciones de 
primer grado, lo cual no era conocido en esa época. 


La solución de Arquímedes fue la siguiente: 


GANADO TOROS VACAS 

manchado 331950960 435137040 
blanco 829318560 576508800 
zainos 596841 120 391459680 
castaños 583644800 281265600. 


Es dificil creer que Arquímedes pudiera haber manejado estos números valiéndose del 
rudimentario sistema de numeración de esa época. Por lo tanto, debió obrener'sus resultados 
mediante un sistema privado similar al actual. 
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(DEFINICIÓN. 

Es un conjunto formado por dos о más ecuaciones que se verifican simultáneamente para un 
mismo conjunto de valores atribuidos a sus letras o incógnitas, veamos algunos ejemplos: 

К Е ттер) 


Se verifica cuando: x=3 ^ y 
x-y a 


Se verifica cuando: x=5 ^ y=2 
x-2 ^y-5 


x=-2 лу=-5 
х=-5 лу=-2 


Son los valores que asumen las incógnitas del sistema, éstas se dan en forma de pares ordenados, 
ternas ordenadas, etc. 


+ Siel sistema presenta dos incógnitas cada solución será de la forma (x; y) 
* Si el sistema presenta tres incógnitas, cada solución será de la forma (x; y; 2) 
"CONJUNTO SOLUCIÓN DE UN SISTEMA | 
Es el conjunto cuyos elementos son todas las soluciones que presenta el sistema en caso no tenga 
solución diremos que su conjunto solución es el conjunto vacío. Veamos un ejemplo: 
x ey! 213. 
xy =6 


п) 
2) 


CS = (3:2),2,3), 3-2, ED) 


[PROPIEDAD] 
El número de soluciones que tiene un sistema se obtiene al multiplicar entre si, todos los grados de 
Jas ecuaciones que forman el sistema. 


* — Porejemplo, para el sistema anterior: N* de sol. = (2)(2) = 4 


SISTEMAS COMPATIBLES: 

Son aquellos sistemas que admiten solución, se subdividen en: 
1) Determinadas: Si presentan una cantidad limitada de soluciones. 
2) Indeterminadas: Si presentan infinitas soluciones. 


SISTEMAS INCOMPATIBLES: 
Son aquellos sistemas que no admiten solución. 
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BALRODO 
CLASIFICACIÓN DE LOS SISTEMAS SEGÚN EL GRADO DE LAS ECUACIONES 


SISTEMAS LINEALES: 
Son aquellos sistemas donde todas las ecuaciones son de primer grado, veamos algunos ejemplos: 


[х+5у =4. а) CR A 
ү ыы a : [xeyez5 2 
2x-y-221 (3) 


SISTEMAS NO LINEALES: 
Son aquellos sistemas donde al menos una ecuación no es de primer grado, veamos algunos ejemplos 
x ey! = 0) [x+y-xy=10 a 

x ycl0 02) ¡A 


SISTEMAS LINEALES | 


(FORMA GENERAL. 


Consideremos un sistema lineal de "m" ecuaciones con n 


incógnitas: 


[эим tasa +аруху t gy by 
Anu + ашу eee рахо = ba 
ахуа хаахаар = Din 


Donde: Xi Xa Kg nsise A X зоп las Incógnitas 
Siendo el conjunto solución de Ia forma: 
©з = (ооу) 


IN DESERVACIÓN: 


Para resolver un sistema de ecuaciones lineales existen diversos métodos: 


+ ^ Método de Sustitución + Método Matricial 
+ Método de Reducción + Método de Cramer (Determinantes) 
+ Método de Igualación = Método gráfico 

SISTEMA LINEAL HOMOGÉNEO. 


Es aquel sistema donde todos los términos independientes son nulos (ceros), veamos un 
ejemplo: 
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Un sistema lineal homogéneo siempre es compatible donde uma de sus 
soluciones es la solución trivial (cada incógnita es igual a cero). Para el ejemplo: 
Solución trivial = (0; 0; 0) 


Asimismo el sistema lineal homogéneo en el caso que sea compatible puede tener otras 
soluciones, las llamadas no triviales. 


RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA LINEAL SEGÚN EL MÉTODO DE CRAMER 
Dado un sistema lineal de “n” ecuaciones con “n” incógnitas 


aie + арх; aps ccs баркан Dy 


"d аха = Da 
Dl 
Consideremos: 
1) Determinante del sistema (44) 
a 
эм 
Am 


2) Determinante de una incógnita (4) 
Se obtiene a partir del determinante anterior reemplazando los elementos de la columna. 
de coeficientes de la incógnita en referencia por los términos independientes. 
Aa cob = аа 
эш с by = das 


aa ma cb 


Cada incógnita del sistema se obtendrá según la relación 


ALGEBRA 


Ejemplo: 
Resolución 
ГЕН | Фе®-®®-+-з-аз=-лэ 
zs 
A |" 02-5 = -14 - 15 = -29 
a-l j-exo-exn- s-2 - is 
Bioy 
А M lr] 
29.15 
сыа (5) 
| TEOREMA 
Dado el sistema lineal homogéneo 


ant + Age жарку + 
адхі + agxa +адху + 


ED 
sag, = 0 


agio + ах; + а„уху +. 


Si este admite soluciones a parte de la trivial, el determinante del sistema deberá ser nulo, es 


DI 


decir: 
ац аш аз 
Ex caeso er 
DEL 
[CASO PARTICULAR: 
— 
Siclsistema: bie bye 


exte = p 


“Au 


[as 
Ejemplo: — Sidsisema: | x+y=2 
х-у=т 

Es compatible, entonces: 
mii 
112 
1Am 


Desarrollando el determinante se tiene: 


mem=0 
m(m+1)=0 
m=0ym=-1 


Sugerencia: Verifique que efectivamente los valores hallados cumplen la condición. 


Dado el sistema: 


Auk + Mata as + 
адк + ард + Mark + 


таты 
t Aann = ba 


арх * ах, +а„ху e + Xy = by 


Donde la solución se iene a рит де: э, = & а 


1) El sistema tiene solución única si y sólo si: A, +0 
2) El sistema tiene infinitas soluciones si y sólo si: 4, =0 ^ A, =0 
3) El sistema no tiene solución si siendo A, =0 existe algún 4, = 0 


| PROPIEDAD. 


Un caso particular de lo visto anteriormente se presenta en el sistema lineal de dos ecuaciones 
соп dos incógnitas: 


(S 0) 


In Aron” 


1) El sistema será compatible determinado, es decir tendrá solución única si se verifica: 

2) El sistema será compatible indeterminado, es decir tendrá infinitas soluciones si se 
verificar 

3) кї sistema será incompatible, es decir no tendrá solución si se verific 

[CRITERIOS DE RESOLUCIÓN 

1) Si el sistema está conformado por ecuaciones de diferentes grados se deberá encontrar 
una nueva ecuación en función de una sola incógnita, para a parir de esta determinar las 
soluciones del sistema, veamos un ejemplo: 

Resolver: mune 55) 

xy -10 "m 
dela ecuación (1): x =7 у 
reemplazando en (2): (7  y)y =10 
efectuando tenemos: y^- 7y + 10 = O 

e-0 -2 =0 
de donde obtenemos y = 5 v y = 2 
siy = Sen (:x=2 = sol= (25) 
siy = zen 2: = sol=(5,2) 
CS = (25,62) 

2) Si el sistema está conformado por ecuaciones cuya parte literal es homogéneo (de igual 
grado), se recomienda realizar la siguiente sustitución; y = kx, donde el parámetro “k" se 
determinará por eliminación de las incógnitas x ^ у. 

em А: а 


"ет бдравенэнко ETT 


Una vez encontrado el valor де "k" fácilmente se obtendrá el valor de cada incógnita del 
sistema, veamos un ejemplo: 


Resolver: 
+ 3 +зу? = 21... Ш) 
+ зу +ay о 
Hagamos: w 


Reemplazando en (1): +3k+3)=21 


Reemplazando en (2): tk+3)=15 

Dividiendo т. a . m: e kesz 
кї+к+з 5 

De donde obtenemos — k'-4ks3 
k=3vk=1 

Como: хаку x= dy ux=y 
a - 

En (1) con x = Зу: Sy + 9у? + зу? = 21 

zy = 21 


Soluciones: amy 

En (1) con x e y: у + رھ + ر‎ = 21 
7an 
y-3 
мун 8 


x-J8vx--J8 


Soluciones: (5:55) y (45-48) 


CS (80,030, (48: УЗ), (8; Y 


En cada recuadro coloca el número de 
soluciones que presenta el sistema. 
adjunto. 


sp O 


Dre 
Leyre 
АККУ ЕКЕШ 
2 Determine el valor de x en cada 
sistema: 
ESE 
m-y-3 


жх+зу-з 
эсу 


see 
ES 


3, Determine el valor de y en cada 
sistema: 


[757-8 
Sx-3y-5 


Resolver cada sistema: 


7x+5y=8 
S 


ax-y -1-3 


ay dm 4 
в) 
x+y+ 2222 


oz 
э -s 
Determina el valor de “m” de modo 
elas ecuaciones 
x =4 
x- y-2 
atyam] 


Formen un sistema. 


Coloca en cada paréntesis S. C. 
(Sistema compatible) o S. 1. (Sistema. 


incompatible) segün corresponda. 
imc (m) 
NIS (43) 
emu 0? 
Оо 
кке да+ $9 


Resolución: — Elsistema se resolverá mediante el método de reducción, veamos: 
Restando (2) - (1: 
5х +Ву-5х + 2y = —60 + 10 
Зу=-25 ө y= (3) 


-10 э Sx 107-10 
-20 es x--4 
5 CS= (Gy) (74-8) 


Resolución: El sistema se resolverá паге el método de sustitución, veamos. 
* De la ecuación (1) despejamos "x": 
j Domen xe SE 
* Reemplazando (3) en (2): 


229) za 


team CALAPENSHKO. 


| 


El sistema se resolverá mediante el método de Igualación, veamos: 
+ Dela ecuación (1) despejamos x: 
س‎ pu: j 


* De la ecuación (2) despejamos x: 


| 


Resolución: De la ecuación (2) conseguimos: 


7x-10 
2 


2у+10=7х э у= 
* Reemplazando (3) en (1): 


7x. 
{з= 


3к+6=7х-10 — х=4 


* Reemplazando (4) en (3): 
ر‎ 2929... y s : - 


Finalmente tenemos: 
-x-y--s 


AAA A AA 


* De la ecuación (1) despejamos x: 
2x+10=4y-16x 


o) 


* De la ecuación (2) despejamos x: 
10y -10x = 11y 2x 


By + x= T a 0) 


Reemplazando (4) en (3): 
po e» — 18y = 32y -80 


Resolución: * De la ecuación (1) despejamos “x”: 
ху-2х-лу+3у=-14 


ay au 223 зу 


а е EIE e E | 
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* De la ecuación (2) despejamos ^x" 
xy-6y-xy-9x-54 


-бу-9х= 
-2y-3x (4) 
De (3) y (4) conseguimos: 
9y+42=-4y-36 
13у=-78 > [2] 


+ Reemplazando (5) en (3): 
x, 35004 


CS= ((: уд} = (72; -0) 


2 


PROBLEMA 7 Resolver: 


(0 
Lem 

Wesolucióm _ Muliplcanos la ecuación (D por S: 
20 15,59 0 

utilizamos Ia ecuación (2) por 
18,15. 6 e 

T 

эшме бууу: Sere + aul Ls 


Reemplazando (5) en (2): 


+52 > 12 


cs- i» -(:-3)] 


Resolución: — Para determimar el valor de "x" utilizaremos el método de igualación, para lo 
cual es necesario despejar de cada ecuación dada la incógnita у. 


рей): Sx«Sy-4 > Sy=4-3x 


De: 
=: PZA ہہ‎ 3.-0 5.2-20 
12-9x 7-104 10x «> -9x- 10x 3-10-12 
—19x=-22 
> 2 


19 


PROBLEMA 9 


La suma de dos números es igual a 18, si al triple del mayor se le resta el doble del 
menor se obtiene 14 ¿cuál esel producto delos números iniciales? 704 ie 


Resolución:  Supongamos que: x esel número mayor; y el número menor 


Del enunciado : xey-18 00) 
3x-2y=14 ro] 
De (1) tenemos: х=18-у — (3) 


Reemplazando (3) en (2): 
308-y)-2y =14 
S4-3y-2y-14 
Sa-Sy-14 
40 > y=8 


-5 


Finalmente en (3): x-18-8 > x=10 
л x.y=80 
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PROBLEMA 10 


Resolución: 


PROBLEMA 11 


Resolución: 


* De la ecuación (1): 


* De la ecuación (2): 


* Sumando (3) y (4): c) 
* Reemplazando (5) en (3): 
PONES 
1.4-2-12 jy-2-1 
1 E 
aio у-5 


cs- tn -((3:3)] 


A 
Resolver: {6x 2y z= 14... (2) 
ee 


axeycrel ^ 


* Sumando (1) y (2): 
Sx+y=-13 

* Sumando (1) y (3): 
5x+4y=2 8500) 

* Multiplicando (4) por — 4: 
-32х-4у=52 


* Sumando (5) y (6): 


-27x=54 > x 
* Reemplazando (7) en (4): 
8(-2+у=-13 > y= 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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* Reemplazando (7) y (8) en (3): 
3C243-2-12 z= 
= CS» (yr) = (C 
PROBLEMA 12 Resolver: YE 0 omen di aen a 
; к: ZR 
Para luego indicar el valor de: y 


Resolución: La presentación delas ecuaciones nos permite reconocer fácilmente que se trata de 
un sistema lineal de 3 ecuaciones con tres incógnitas. Ahora dadas las característi- 
саз de estas ecuaciones, procederemos a su resolución utilizando para ello un 


parámetro, veamos: 
ue хув 

De (D, tendremosque: iet 

Despejando, tendremos: Хак a y=bk A з= ID) 


Reemplazando (ID en (1) se consigue: 
mak + nbk + pek =3 
Factorizandok, tendremos: (ma + nb + pe)k =3 


3 

Despejandonos queda: kK” arap 

Finalmente reemplazando este resultado en (Ш): 
зь 
^oY"matnbtpc 


FROBLEMA13 — Despejar^x" del sistema: E 
bx-(a-by-4ab 0) 


Бух + (a + bjy =2а®—2Ь® (2) 


Resolución: Teniendo en cuenta la regla de Cramer, “x” se obtiene de 


4ab (ab) اوھ‎ Cab) 

2-20? (a+b) ШЕ (+) 
a+b) -(a-b)] - (a*b) -(а-Ъ) 
(a-b) (a+b) (a-b) (a+b) 


team CALAPENSHKO: 


Resolución: Sumando miembro a miembro las ecuaciones dadas tenemos: 
зх + 3y + 3 + 3w + 15 
12 w=5 


Resolución: Como el sistema lineal dado es incompatible, se cumple: " 


mel] 1216,31 
m+s me19 91 
نے‎ ЫШ 


Aplicando propiedad de proporciones con las fracciones indicadas tenemos: 


4m+44=5m+75 
m=-31 


AAA 757 ARAS 


El sistema dado es indeterminado, es decir tiene infinitas soluciones si: 


del ke3 kel2 
kn 30 ` k+72 
RET kel каз 
ke177 30 
зк +1) =(k+3)(k +17) 
0=k?-10k+21 


O) 


En (а): 


Por condición y = z, luego se tendrá el siguiente sistema: 


MA =1 22—20) 
2х+їйу=-1 LL 
Aes =0 LL 


Resolviendo (1) y (2) genera: 


team CALAPENSHKO _ 


PROBLEMA 18 


Resolución: 


FROBLEMA 19. 


Resolución: 


Sean a, b, с e E tales que 0 < a < b < cy x, < x» Siendo (1), y1) y (хь Ya) 


soluciones del sistema de ecuaciones; 


ysax bxc 

у=сё+ьх+а 
entonces podemos afirmar que: ADMISIÓN UMI20x71 
El sistema dado es: y =a +bxte 

у=о?+ьк+а 

Efectuando (1) — (2): ©)х?-(а-с)=0 
Por condición: 
Еп (1) hacemos x, = 
Dela condición: — c—b>0, con lo cual es evidente que y, > 0. 
En (1) hacemos x, =1: у, =а+Ь+с 
De la condición: а+Ь+е> 0, con lo cual es evidente que у, > 0. 


OX «01x, Yis ys» 0. 


Seanu, v, w números complejos no nulos que verifican 
чу + uw +ун #1 
uv-uw-vw--2 
чу + uw-vw = 0 


Halle: u +y? +w? ADMISIÓN UNMSM 2017-11 


Datos: 


qo: 


а-(з): 


G-Q: 
G6: 


Resolución: е acuerdo con la teoría el sistema lineal homogéneo dado tendrá infinitas 
soluciones, si el determinante del sistema es nulo. 

2 -5 3] 

12 1 

з тц 


Por la regla de Sarrus: -2+3т-15-(-9+2т-5)=0 
3m-17+14-2m=0 
3 


Resolución: Еп este caso particular debe verificarse: 
2з 1 
3 -1 m 
4 7- 


Desarrollando el determinante a partir de la primera fila tenemos: 


2.(1-7m)-3.(-3-4m)+(21+4)=0 
2-14m+9+12m+25=0 
36-2m-0 

= m=18 
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PROBLEMA 22 


Resolución: 


PROBLEMA 23 


Resolución: 


Un estudiante salió de vacaciones por "Y" días y observó: 
1° Que llovió 7 veces en la mañana o en la tarde 
Z Cuando llovía en la tarde, estaba clara la mañana 
3* Hubo 5 tardes claras y 6 mañanas claras. 


¿Cuántos días estuvo de vacaciones el estudiante? 


De acuerdo con el enunciado podemos diseñar la siguiente tabla: 


luviosa | no lluviosa 
tarde 
lluviosa. а; Bi 
tarde 
no lluviosa. à e 
Donde: х=а+ь+с+4 
Como no hubo mañana lluviosa y tarde lluviosa es evidente que a = 0 
x=b+e+d 
Por condición: — bc-7 ac+d=5ab+d=6 


Sumando miembro a miembro las ecuaciones: 
20 + ¢+ d) = 18 
2x = 18 
x49 


El estudiante estuvo 9 días de vacaciones, 


¿Cuántas soluciones reales presenta el sistema adjunto? 


xtey'-272 . 
xty-6 


En (2) tenemos: 
En (1) tenemos: (34 n)“ « (3-0) = 272 


Reduciendo tenemos: п +54n* 5: 
G^ -DG*«ss)-0 
nei ó m 


55 


Como se quiere solo valores reales se descarta n? 


n=1 
> 
Lco 


team САГАРЕМЅНКО 111111 A 
x=m+n = x=3+1 6 x-=3+(D 
x=4 ó x-2 
y-m-» = y-3-1 6 y-3-CD 
y=2 6 у=4 
Las soluciones reales зоп: (4; 2) у (2; 4) 
+. El sistema tiene 2 soluciones reales 


Resolución: Рог condición el sistema tiene sólo una solución, lo cual involucra que esta es 
бє y), donde x al igual que y asume un único valor, 
De la ecuación (2): x-y=2>Y=X-2 
En la ecuación (1): х2 + 2x + 2(x ~2) = т 
-к®+ах+(-4-т)=0 
Como x asume un solo valor, en la ecuación cuadrática hallada зе debera 


cumplir: A-0 
(DC - m) «0. 
16+16+4m=0 


Resolución: Observar que (1) y (2) forman un sistema homogéneo, luego es conveniente el 


siguiente cambio: x = ky 
En (1) tenemos: ^ 2k titi y? «8 
ук +к+)=8 [2] 
En (2) tenemos: yy l-kyte2y!-7 
yG-k«2-27 @ 
Dividindo (32 (o? 202—618 
Kiok.2 7 


4k +7К +7 = 8K* -8k +16 
6K +15к-9=0 


A 152 Em 


PROBLEMA 26 


Resolución: 


En (6): y= 


=2 xui 


Calcular el valor de xyz; del sistema: 
Ex 


зх-4у+к=9 2. 
sx +2у +32 = 9...) 


Dada las características del sistema dado, aplicaremos la regla de Cramer, рага 
ello hallaremos los determinantes: 


3 зз 
ABA یہ داد‎ Ar? 4 1|>A.--66 

2 з 925 

-3 3 
T A-p-A- 

9 3| 2 9 

^ ^ ^ 

— ——— Bá m2 
Finalment > rer F 


El valor pedido es: xyz 


Sumando todas las ecuaciones del sistema tenemos: 
7@х+{у+#)-77 
Simplificando, se consigue establecer que: 
A 7 09 
A continuación reacomodaremos cada ecuación del sistema con la finalidad de 
reemplazar en ellas a relación (4); observa: 
Reacomodando la ecuación (1): 
фунта =39 
Ti 
Reemplazando (4) en (5), tendremos: 
11+42 «39 > 4#:-28 
Simplificando y elevando al cubo: 
> 27 - ааз 
Reacomodando la ecuación (2): 


eye —9 00 s 
a 


a 
Reemplazando (4) en (6), tendremos: 

11+4ўу =31 = 445-20 
implicando y elevando al cubo: 

y=5 ээ у=125 


RES 


Epi 


Reemplazando (4) en (7), tendremos: 
+40057 5 48% =—4 
Simplificando y elevando al cubo: 
х=-1 
Finalmente el valor pedido será: 
ay+2=(-1)(125) +343 
2 ху+2-218 


AAA | 75 i So Ta A 


Resolución: 


PROBLEMA 29 


Resolución: 


Dado el sistema: ох зу 22) E ten 
rm m 
az 2y +32) - 144.) 
Encontrar el valor positivo de z 


Sumando miembro a miembro todas las ecuaciones del sistema y factorizando se 
consigue 


(х+2у+з1х+2у+3г] =80 + 324 144 
Efectuando la multiplicación indicanda tendremos: 
(Gce2y +32) = 256 
Extrayendo raíz cuadrada, se obtiene. 
x+2y+32=16 (4) 
Finalmente reemplazando (4) en (3); obtendremos el valor de z: 
316) = 144 
De donde concluimos que: 
482 =144 
^ amd 


Halle el valor de “x? en el sistema: 
xey+z=0 ~0) 
laxebyeez*0. (2 
bex + acy + abz «1... (2) 


Para resolver este sistema aplicaremos el método de los determinantes conocido 
como" regla de Cramer”. Según este método se sabe que: x = 23 ......(4) 


 Acontinuación hallaremos los determinantes y estos se calcularán según Sarrus: 


тет 
b ef= а, (а-а 
be ас at 


м 


erai 
boc| a, =(c-b) (6) 
|i ac ab 


Ahora reemplazamos (a) y (f) en (4): 


x c-b 


DEE 


Finalmente al simplificar nos queda: 
1 
^ “aaa 


Debemos recordar que dos sistemas son equivalentes si tienen el mismo conjunto 
solución. 


* Del primer sistema: 
[3x +ay =7 
(dx + by =2 
* Del segundo sistema: x 
[ax +3y =8 11. ,_8b-78 
E cox p YT TT rore | 
* De (1) y (2) con respecto a x tenemos: 8 
7b-2a — 11 5 
o 


De donde: 
* De (3) y (4): 

163-88 49-154 

66-33a > a-2 E) 
* Reemplazando (5) en. 


A е 
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Qué valor debe tener “m” para que el 
sistema: 
ls -mesyca 


зу-(@-тдх-6 
sea incompatible, 
м2 вз oí 
16 
as o 
DE » 


Calcular el valor de “m” si el sistema: 


x + my =1 0) 
mx-3my-2m43 1^] 


No tiene solución: 


DE 9-3 o1 
D)-1 52 


¿Para quévalorde"k", el sistema: 
íax-Sy-3 
Мазун? ues 


es incompatible? 


6 6 5 
ni »-$ ot 

5 1 
D- DE 
El sistema lineal: 


а) ағ1 лағ-1 
B) azi ла=-1 
©) ası 


5 Calcular "C" en el sistema para que ч" 


exceda en 4 unidades a “y”, 
7x-4y=C а) 
3xe2y-C [7] 

ЕП B)52 СЕ 

D32 E) 20 


Calcular “m”, рага que el valor de “x" 
exceda al de "y" en 3 unidades, en el 
sistema adjunto: 
3«-Sy-m а 
2х+зу=зт+1 (2) 


An m2 97 
D)9 DH 
Dado el sistema: 


E BRA (Э) 


Calcular: 
х.у,2 
37674 
мо Dis Er 
15 2 
mas Bas 
Resolver y dar el valora y" 
Da юз оз 


D)2b E) 6a 


1. 


" 


n 


n 


Resolver y dar el valor de ут 
(а +b)x + (a —b)y = 2ab 
(а + Әх (a — ду = 2ас 


в)-а оь 
D)-b Ee 
Resolver: 


t уу? ey 


Indicar el valor de "x" 
DE B)12 0-12 
D) -3 D 


¿Cuál es el menor valor de “x”, que satisface 
al siguiente sistema de ecuaciones? 


TAL 


Lts 
Ky, 
БЕ 
ittm 
1 1 1 
№5 B7 ©з 
1 1 
05 Lr 


Calcular ^m" si el sistema es indeterminado: 
(m-Dxe(meDyezmi-) o. (0) 
(т? - Dx + (m? + Dy = Am? -1) ==» (2) 


DE 
Da 


B)-2 ©з 


DE 


Resolver el sistema y dar el valor de “x”: 
Бүх? -3y -1 + x+y 
зух? -зу-1=1+2/х+6у .. 


i9) 


PH 
D-1 


DI 


ИЦ у — MATEMÁTICA 1 


14. Tres obreros trabajando juntos pueden 
concluir una obra en 10 dias; Si trabajan. 
sólo los dos primeros la acabarán en 15 
días, pero si laboran los 2 últimos culminan 
еп 20 días. ¿Qué tiempo tardan el 1ro y el 


3ro juntos? 
A) I2días — B)l4dias — C)10dis 
D) 13 días E) 16 días 


1$. Resolver y dar el valor d e "z" 


эх+у+т=1 
х+ау+а=а 


x+y +a =a? 


a2 


D) -(a«2) 


16. Calcular el valor de “z” después de 
resolver: 


(x+y) (eb) = (a+b) (x-a) (y -b).... (1) 
(х+а)-(а+ c) =(a+ (x -а)(#- ©)... (2) 
(z«y)-(b«c) «(bs (ze) y-b).... (3) 


1 a 1 
Lin Bbel БЕН 


Dal 


1 
Б A 


17. Resolver y dar el valor de: "x" 


adx заду + a2 +1=0........ (1) 


bx + bîy + bz +1 =O 0) 


Фх+ёу+ез1-0 


A) abc B) -abe 


18. Calcular “x” al resolver el sistema: 


xeytr-o w 
+ Ox + (a+ Oy + a+ b= 
bex + acy + abr = 1 EI 
1 
^. G-Ba-o 
1 
D 00-0 
1 
9 &-36-9 
3 
P andas 
b 
9 2029 


35. Resolver y dar el valor de “y” 


fexy e RAY = dea =й) 


fx *3y - FY «242-2 —— (2) 
M ву6 са 
0-6 юв 
20. Resolver: 


х хуу 1) 
KEY ty 2 (2) 


Indicar el valor de “x” 


n2 »2 са 
D)-4 D6 


21. Dela siguiente condición: 


axe 5у®-бху -бх + Bye 


xey 


Na B)b De 
01 Barb 


Calcular el número de soluciones que 
presenta el sistema. 


[5 -4Фу?-у9=7 ees D 


sx «ху+у%=2 [2] 
E »2 оз 
»s mo 
Resolver y dar el valor de "y" 

445 - {86у =16 ..... (1) 

yde Q 
кз DD on 
D) 248 E) -248 


Resolver el sistema y dar el valor de "z" 


x+y+n=14 а) 
Paba @ 
n-9 [2] 

DI o1 
0)2 BE 


Resolver el sistema y dar un valor de ^x" 


deren ERa (0 


х+у=2з 2.) 


A8 B) 10 Ds 
0)7 D6 


24... Resolver y dar un valor de "y"; 


Xyexyexu27 0) 
xbexyey-s 
ED »-6 оз 
DEI D 


29. Resolver el sistema y calcular "x": 
24 ym 2e 


Ф-7х=бу — (2) 


Xy er 216...) 


N4 вз оз 
02 ЕЕ] 


30. Calcular *x” al resolver el sistema: 


des 
xy! + a?b? = ab?y? 
» > 
^a LE oy 
mi m 


Resolver el sistema y calcular **: 


IL EEST] 


Malta Ч 
N25 516 ов 
D4 m9 
Resolver el sistema y calcular “x” 

хэ -y5 =992 Mm 

х-у=2 о 
А25 D ©-2 
D юв 


Calcular “у^ después de resolver el sistema: 


ax +by +e =d а 


ax + by + tad (2) 
aya (3) 
E) 
dd -a)a-b 
P астас Ы) 
о 
d(d -a)(d -b) 
D aaa 
PESTE 


Resolver el sistema y dar un valor de ** 
bs (E+ DOT =34 p 


(x2 «(ys Y x62) y43)-741 ... (2) 


A-1 8)3 оз 
ma 52 


aii 760 P E 0 
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35, Hace dos años tenía 6 veces tu edad. 
Dentro de 5 años tendré veinticinco veces 
la edad que tú tenías cuando yo tenía la 
edad que tú tendrás dentro de 11 años. 
¿Qué edad tengo? 


A)202hos В) 17айо  C)30años 
D) 18 años E) 19 años 


36. Un galgo persigue a una liebre que le 
lleva 77 saltos, se sabe que 12 saltos 
del galgo equivalen а 17 de la liebre, y 
que en el tiempo en que el galgo da un 
número de saltos igual a los que ha 
dado la liebre desde que el galgo 
comenzó la persecución, la liebre 
había dado 216 saltos más. Se pide el 
número de saltos que da la liebre hasta que 


es alcanzada por el galgo. 
A) 600 B) 500 с) 658 
D) 558 E) 588 


37. Marlene le dijo a Ely: "уо tengo el doble de 
la edad que tà tenías cuando yo tenía la 
edad que tú tienes pero cuando tá tengas la 
edad que yo tengo la suma de nuestras 
edades será de 63 años. ¿Cuántos años 


tiene Marlene? 
DE 914 932 
D) 28 E)24 


yarat 12 


Calcular la suma de las componentes de su 
solución. 


A64 D ©56 
0) 40 E)so 


ALGEBRA 


Aun alambre de 91 metros de longitud se le 
da tres cortes, de manera que la longitud de 
cada trozo es igual a la del inmediato 
anterior, aumentado en su mitad. 
¿Cuálesla longitud del trozo más grande? 


A)430 — B)2520 С)37,80 
D)38,00 E)40,30 


¡AA 
umm. keci a 
* А а+1 bel с+1 
Después de resolver el sistema: 
uem 
yax + er 
ax + by 


a1 »2 оз 
D- DEI 


La suma de los digitos de un número de dos 
cifras es 12 y el cociente de su división por 
зи cifra de unidades es 21. ¿Cuánto vale la 
cifra de las decenas? 


A7 B)9 св 
D DS 


Un restaurante tiene m mesas de 4 sillas, n 

mesas de 6 sillas y p mesas de 8 sillas. El día. 

de la inauguración se llenaron todas las 

mesascon 152 comensales, al día siguiente 
LETS 4 

se usaron + + Ё mesas y el tercer día 


se usaron ® + ® + P mesas, ¿Cuántas me- 
426 


¿Cuántas mesas tiene el restaurante si se 
sabe que el segundo y tercer día usaron 11 y 
9 mesas, respectivamente, y no agregaron 
ninguna mesa desde la inauguración? 
ADMISIÓN UNMSM 2017-1 


A26 B)24 028 
0)32 E30 


E 


ГА 


En un parque, unas palomas vuelan sobre. 
unos árboles: Si en cada árbol se posa una 
paloma, quedan "n" palomas volando; en 
cambio, si en cada árbol se posan "m" 
palomas quedan "n" árboles libres. 
¿Cuántas palomas hay enel parque? 


E Bs 
СИ 
Б E) Hay 2correcas 
Resolver: 

EOM m os 


кту «a icy o ny „.(@ 


Indicar: x? + xy + yz 


N2412 B)1532 03284 
D)6341 Dun 
Luego de resolver: 
fap der ы оу 
ху 
фе * Ea 
AY) ary) 15 
Indicarix- 8 
Ay240 DE c2 
D)361 D24 
Determine“ del sistema: 
[ay + yr = 
х+у=23 
A10 Du 
ош 
D)13 E) Hay2 correctas 


4L. Encontrar el intervalo de "m" para que el 
sistema: 
2x-5y=1;mx+ 10y 
Sesatisfaga vx eR", vyeR* 
Am>4 Bm<-4 
Q-4-m«8 
D)m>8 Em«8 


49. ¿Cuántas soluciones tiene el sistema: 


x mE 
y-3 3-3 yay 
№2 DEI 94 
Ds Dr 


50. Uno de los valores que asume x en el sistema: 


ву2 


team CALAPENSHKO 
шо 


2. 
Tar 
r 


3 s 
FOJGramación E l 
qe M 


Reconocer sistemas lineales en R? 
Determinar regiones factibles en conjuntos convexos. 
Identificar y determinar valores óptimos. 


LEONARD EULER 


LEONHARD EULER (1 707 - 1 793), matemático suizo, cuyos trabajos más 
importantes se centraron en el campo de las matemáticas puras, campo de estudio que 
ayudó a fundar. Euler nació en Bas 
matemático suizo Johann Bernoulli, licenctándose a los 16 años. En 1 727, por invitación de 
la emperatriz de Rusia Catalina I, fue miembro del profesorado de la Academia de Cien 
de San Petersburgo. Fue nombrado catedrático de fisica en 1 730 y de matemáticas en 1733. 
En 1 741 fue profesor de matemáticas en la Academia de Ciencias de Berlín a petición del 
теу de Prusia, Federico el G 
permaneció hasta su muerte. aunque obstaculizado por una 
de cumplir 30 años y por una ceguera casi total al final de su vida, Euler produjo numerosas. 


y estudió en 


.. Euler regresó a San Petersburgo en 1 766, donde 
dida parcial de visión antes 


obras matemáticas importantes, asf como reseñas matemáticas y científicas. 


En su Inevoducción al análisis de los infinitos (1 748), Euler realizó el primer 
tratamiento analítico completo del álgebra, la teoría de ecuaciones, la trigonometria y la 
geometría analítica. En esta obra trató el desarrollo de series de funciones y formuló la regla 


por la que sólo las series convergentes infinitas pueden ser evaluadas adecuadamente. 


team CALAPENSHKO 


MATEMATICA Г 


Es un conjunto de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas que se verifican simultánea 
mente para certos valores asignados a sus letras incógnitas. 
Algunos ejemplos son: 
а feu E 
к-у 2—@ lx+2y=21 


[gen 


Escada par ordenado, cuyas componentes son las letras incógnitas del sistema. 
xy 10.0 

х-у=4 О) 

"Observamos que x = 7,у = 3; luego la solución será (7:3) 


d 


icm 


Esel proceso mediante el cual se determina cada solución del sistema o se demuestra que 
esta no existe. 


1"°, MÉTODO DE IGUALACIÓN 


Consiste en despejar de cada una de las ecuaciones la misma letra incógnita para 
luego igualarlas y de este modo obtener una ecuación en función de una sola incógnita, 
la cual será fácil de calcular. 


Ejemplo: 


Resolución: — De(1) despejamosy: 3х+2у-12 c» 2y-12-3x 


team САГАРЕМЅНКО 


2°°. MÉTODO DE SUSTITUCIÓN 


Consiste en despejar, de una de las ecuaciones dadas, cierta incógnita para 
reemplazarla en la otra ecuación y de este modo obtener una nueva ecuación con una 
sola incógnita, la cuál será fácil de calcular. 


Ejemplo: Calcular y del sistema 


5х+3у»10 
2x-Sy- 9 


Resolución: De (1) despejamosx: Sx43y-10 c 5х=10-3у 


x 10-3y 
5 


heemplacando ent 2[ 20530) yo ә 20262 У,у 


20-6y-45425y c» -3ly=25 


--® 
аг 
з'°. MÉTODO DE REDUCCIÓN 

Consiste en sumar o restar las ecuaciones dadas con la finalidad de eliminar a una 
de sus letras incógnita, а veces antes de efectuar la operación entre las ecuaciones es 
necesario transformar al menos una de elas. 


Ejemplo: Resolver 


x+y=6 
х-у=2 


Resolución: Sumando (1) y (2): 2x 


x= 
Restando (1) y (2): 2y-4 = y-2 
Ahora tenemos: solución = (x;y) = (4:2) 


5 CS= (4:2) 


team CALAPENSHKO. 


Eor omme AMA 
Ejemplo: Resolver: 

(3x+2y=5 

2x- у=з 


Resolución: Eliminando y: 
La (1) igual: ا‎ 
La (2 por 2: 4х = 2y = € 


sumando: 7x - 11 


11 
х= 


Eliminando x: 
la()porz: 6x+4y=10) 
Vs Pl sumando: 7y =1 
La (2) por -3: - 6x«3y =-9 E 
у 


Finalmente tenemos: 2. e 3)} 


77 
2. RESOLUCIÓN GRÁFICA DEL SISTEMA LINEAL CON DOS INCOGNITAS 
A/A] ECUACIÓN GENERAL DE LA RECTA: 


Donde A,B,C € R [Ao Bes distinto de cero. 


L 


A 


La recta Les el lugar geométrico de todos los puntos de coordenadas (x; y) que verifican 
Inecuación AX + BY + C= O 
O= Dirección de la recta L; m= Pendiente dela recta L- 


team CALAPENSHKO: 


Sean: LAX +BY + C, =0 
AX + BY + C= 0 


[ыа 
осуз чэ ETE 
зш; сш 


2.C. PROPIEDADES 


Dado el sistema: 


AX + BY +С = O sonson (L) 
AX + BY 670. (La). 
Secumpleque: 


PRIMERO: El sistema es consistente determinado, es decir tiene solución única si verifica: 


SEGUNDO: El sistema es consistente indeterminado, es decir tiene infinitas soluciones si 
verifica; 


Gráficamente representa dos rectas coincidentes: 


nou 
La 


team CALAPENSHKO 


LIBRO EY MATEMÁTICAS А 


TERCERO: Elsistemaes inconsistente, es decir no tiene solución, s verifica: 


pur 
A Bs G 


 Gráficamente representa dos rectas coincidentes: 


3; INECUACIONES LINEALES CON DOS INCÓGNITAS 


З.А. DEFINICIÓN. 


Son desigualdades que presentan dos letras incógnitas y asumen cualquiera de las 
siguientes formas: 


З.В. RESOLUCIÓN GRÁFICA 


El conjunto solución de una inecuación lineal con dos incógnitas está determinado рог 
todos los pares (x; y), de componentes reales, que satisfacen la desigualdad propuesta. 


А DSSERVACIÓN: 


тода recta divide al plano cartesiano en dos regiones, una a cada lado de la recta, у 
cada una de estas regiones recibe el nombre de semiplano. 


V/REGLAS PRÁCTICAS PARA SOMBREAR SEMIPLANOS 


Sea y = f(x) una ecuación lineal; asimismo y > f(x), y > (0), y < f0), y < fD 

inecuaciones lineales. 

PRIMERA: y >f(x) eselsemiplano ubicado por encima de la recta y = Кх) sin incluir dicha. 
recta. 

SEGUNDA: у > f(x) es el semiplano ubicado por encima de la recta у = f(x) incluyendo 
dicha recta. 

TERCERA: y <!(х) es el semiplano ubicado por debajo de la recta y = f(x) sin incluir dicha 
recta. 

CUARTA: у < f(x) es el semiplano ubicado por debajo de la recta y = f(x) incluyendo 
dicha recta. 


Finalmente graficamosy > 4- 2x. 


Resolución: Lainecuacióndadaes: x-2y22 <> -x*2y5-2 
3ysz-2 æsysix-1 

Graficando la recta: Finalmente graficamos: 

ys 


EAS DINAR 


Dado un sistema de inecuaciones lineales conformado por dos o más inecuaciones, la 
solución gráfica de dicho sistema es la región que se determina al interceptar todos los 
semiplanos originados por las inecuaciones que conforman el sistema. 


Ejemplo: Resolver: 


Resolución: Inicialmente graficamos los semiplanos que corresponden a cada inecuación 
delsistema. 
(0: 2x+y 2 4 <> y 2 4-2x semiplano ubicado por encima de la recta 
y =4-2x, incluyendo a ésta. 


(0): 3x-y26 e -3xeys-6 
У 5 3x- 6; semiplano ubicado por debajo de la 
rectay = 3x-6, incluyendo a ésta. 


y 


g 
$ 
А 
3 
$ 
E 
à 


(Sy OESERVACION 


De acuerdo con el teorema citado en el item 28 podemos asegurar que (2; 0) es la. 
solución del sistema de ecuaciones conformado por las rectas (1) у (2). 


Es un modelo matemático mediante el cual se resuelve un problema determinado, 
formulado por ecuaciones lineales, optimizando la función objetivo, también lineal. 

La programación lineal consiste en optimizar (minimizar o maximizar) una función lineal, 
que llamaremos función objetivo, de tal forma que las variables de dicha función estén sujetas а 
una serie de restricciones que expresamos mediante un sistema de inecuaciones lineales. 


Es una función lineal en dos variables que debemos maximizar o minimizar, la función 
objetivo presenta la siguiente forma: 


Dondea, by соп constantes; x, y se llaman variables de decisión. 


Б.В. CONJUNTO DE RESTRICCIONES | 
Es el sistema de inecuaciones lineales con dos incógnitas que expresan un conjunto de 
limitaciones que presenta el problema propuesto. Aquí también se consideran a las variables 
de decisión como variables no negativas, esdecir x > 0 ^ y 2 0. 


SIC SOEUCIONES FACTIBLES 


Son cada una de las soluciones que verifican al conjunto de restricciones, cada solución 
factible se representa por un punto en el plano cartesiano. 


Se llama así al conjunto convexo formado por todos los puntos que representan a las 
soluciones factibles, es una región poligonal. La región factible puede, o no, ser acotada, la 
primera incluye los puntos de su frontera y la otra no. 


N| DESERVACIÓN: 


Sólo las regiones factibles acotada presentan siempre solución, en las otras puede o. 
noexistir solución. 


Esel punto cuyas coordenadas hacen dela función objetivo un valor máximo o mínimo, 
La solución óptima, en caso de existir, se alcanza en un vértice de la región factible. 


S = Región Factible. 
A,B, Cy D son posibles puntos. 
de optimización. 


Se determina la región factible calculando las coordenadas de todos sus vértices, luego 
cada punto que corresponde a un vértice se reemplaza en la función objetivo esperando 
obtener con alguno de ellos un valor máximo o mínimo según corresponda a la optimización. 


Si la función objetivo asume el mismo valor óptimo en dos vértices consecutivos de una 
frontera de la región factible, también asume el mismo valor en los puntos del segmento 
limitado por dichos vértices. 


RIT 7 72 cr: 


team CALAPENSHKO. 


Dadaslasrecas: 
Ly 2х+3у+7=0 
Lg x-4y-5=0 

Ly 3x*y-1070 


Determine el punto de intersección 
entre: 


L hol 
п. ots 
[m 


2, Dadaslasinecuaciones: 
L у<3х+4 
п, ys-2x+6 
Ш.у 2х 
Escribe en cada recuadro la etiqueta. 
que corresponde a la región sombreada. 


( O 


4. Maximizar la función Fx; y) = 2х + Ву 
sometida alas siguientes restricciones. 
2x+4y 28 

2x 5y <0 

-x+5y <5 

x20 

у20 


team CALAPENSHKO 
Ў MATEMATICA 1 ДА 


LIBRO 


PROBLEMA 1 


PROBLEMA 2 


Determine la distancia entre el punto cuyas coordenadas son las soluciones del 
sistema: 


bas 20 
yetorigen del planocartsiano. 


Inicialmente debemos resolver el sistema y así determinar el punto cuyas 
coordenadas son (x;y). 


La (1) por2: 10x + 4y = 24 
La (2) igual: Зк -4y-15 
Sumando las nuevas ecuaciones: 
13x39 
x=3 


Reemplazandox = 3 en (1) 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1; 5) y tiene pendiente igual a 
dos. 


team CALAPENSHKO 


эх-2-у+5=0 
Finalmentetenemoslaecuaciónl: 2х-у+3=0 


PROBLEMA 5 SiL, pasa por el punto (2; 1) y tiené pendiente 4,1 pasa por el punto (- 2: 3) y 
э tiene pendiente —3.ёЕп qué punto se intersecan Lı y La? 


E ia OUR tad 


Resolución: Teniendo en cuenta la resolución del problema anterior procedemos a encontrar 
las ecuaciones de Ly y Lz- 


Para Las 
y 3 e) 

Para determinar el punto de intersección entre L, y Ly es necesario resolver el 

sistema formado por sus ecuaciones, vemos: 

i 


Efectuando (1) - (2) tenemos: 
7х-4 


PROBLEMA 4 Determine el aca dela región шаг quese zenera enel primer cuadrante del 


planocanesanocisndosegáfcslaecax + y= ES 


team CALAPENSHKO 


Resolució 


16 
Finalmente tenemos: A = $:$ = 16 


E 


Determine la ecuación dela recta que pasa por los puntos (3; 1) y 2; -6) 


Hallamos la pendiente de la recta, según la relación vista en el ejercicio (3). 
m-XcXa.ci-Ce) _-1+6_5 
a -3-() 3-27 
m=-1 
Nuevamente planteamos: 
m= 
xx 
Considerando el punto (2; – 6) 
ote 
И х-2 
-х+2=у+6 
+бэх-2 
+y+4=0 


Resolver gráficamente el sistema: + 
х+у22 c (0). 
diy iae 


Graficando para (1): Y 


team CALAPENSHKO. 


AMET 


Finalmente graficamos la intersección: 
y 


PROBLEMA 7 Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (7; 8) y es paralela a la recta 
que pasa por (-2;2)y Q;-4). 
Resolución:  Hallemos la pendiente de la recta que pasa por (- 2; 2) y (3; — 4) pues por ser 
una recta paralela a nuestra recta buscada tendrá la misma pendiente. 


—6x+42=5y -40 
-—6х-5у+82=0 
La ecuación de la recta será: 6x + 5у-82 = 0 


PROBLEMAS Determine el área de la región triangular que forman las recta L, y L, con el eje de 
abscisas enel plano cartesiano, siendo Ly: x+ 2y =7 


team CALAPENSHKO: 


Resolución: —— Determinemos el punto de intersección de Ly y L, para lo cual resolveremos el 


La (1) igual: 


Reemplazandox = 3en (1) tenemos: 3+ 2y =7 
2у=4 
y=2 
Observa que (3; 2) es la solución del sistema, punto de intersección entre L; y Ly, 
Iuego enel plano cartesiano se tendrá: 


A 


Finalmente enla región triangular: 


PROBLEMA 9 


Resolución: 


team CALAPENSHKO. 
 CFONDOrDHORALRODO — AZ 


Resolución: Пе acuerdo con la tercera propiedad expuesta en el item 2C, el problema nos 
conduce resolver el siguiente sistema inconsistente: m 
[85 тдх+5у=4 
(m-2x+2y=6 
Denda maple 


16=7m ы 


team CALAPENSHKO _ 


PROBLEMA 12 Maximizar: z= Р(л; у) = 3х + 2y sujeto alas restricciones: 
x+y<1 
x20 
у20 


Resolución: — De acuerdo con lo expuesto en el item 6 procedemos а resolver el sistema de 
inecuaciones: x+y <1 
х>0 
ухо 
Enel plano cartesiano: 


La función objetivo es: 
Рос у) = 3x + 2y 
Enel punto A tenemos: 
(0,0) =0+0=0 
Enel punto B tenemos: 
F0;1)=0+2=2 
Enel punto Ctenemos: 
F050)=3+0=3 
Observa que la función F asume su máximo valor en el punto C. 
EI 


PROBLEMA 13 Maximizar: x = F(x;y) = 4x бу sometida a las siguientes restricciones: 
х+зу $6 i 

ESTETI 

x20 

y>0 


Resolución: —— Resolviendoelsistema: (x+3y < 6 
3x+ys8 
x20 
yzo 
Hallemos las coordenadas del punto 
C, paralocual es necesario resolverel 
sistema: 


PROBLEMA 14 


Reemplazando en (1) obtenemos 
Moers coordenadas dy ni ita (9 


La función objetivo es: =4x+6y 
Enel punto A tenemos: F(0;0) =0 + 0 =0 
Enel punto B tenemos: F(0; 2) =0 + 12 = 12 


Enel punto C tenemos: F(2; 


ETER 


pA 


en i puno D tenemos: r(5:0) - (5) 02 $2 


Foy = E 


Maximizar la función z= Р(х; y) = Ах + Зу, sujeta las restricciones: 
E 30x + 20y = 1800 + 


Hallemoslas coordenadas del punto C: 


team CALAPENSHKO 
LIBRO - 


Lafunciónobjetivoes: Ебу) = 4x 3y 
© F(0;0)=0+0=0 
F(0;80) = 0 + 240 = 240 
EnelpuntoCtenemos: — F(20;60)- 80 + 180 = 260 
EnelpuntoDtenemos:  F(60;0) = 240 +0 = 240 


FO mix = 260 
PROBLEMA 15 Maximizar: 1 а-су) =х+у, а 
Sabiendo que: х+у 150 
х 
y 
x220 
у> 
Resolución: Observa que x = 20 es una recta vertical, asimismo que у = 40 es una recta 
horizontal. Ahora enel plano caresiano se tendrá: 


Las coordenadas de A: 


x 
Y73  -A-(8040) 
y=40 
Las coordenadas de В: 


x 
s = B = (100,50) 
х+у=150 
Las coordenadas де С: 
х+у=150 
{ MEL 
La función objetivo es: 
Fxy)exey 
En el punto A tenemos: 
(80,40) = 80 + 40 = 120 
En el punto B tenemos: ES 
F(100,50) = 100 + 50 = 150 
En el punto C tenemos: 
(110,40) = 110 & 40 = 150 
5 2e суа = 150 


Б DHSERVACIÓN. 


La función objetivo del problema anterior alcanza su valor máximo en dos 
punto (Ву С) vértices de la región factible, luego de acuerdo con el teorema 
6B dicha función también alcanza su máximo valor con cualquier punto 


ьа 


EGG y) = 2х+5у 
EnelpuntoA = (0;5) tenemos: 
F(O;S) = 0+25 = 25 
Enel punto B= (5;5) tenemos; 
F5) = 10+25 =35 
Enel punto C= (5;0) tenemos: 
F(5;0) = 10+0 = 10 
Arm FO Y ia = 10 


2 =F(x;y) = 6x + 8y, sometida a las siguientes restricciones: 
40x + 10у 212400 
0003 клу 2 210.05 


Resolución: Resolviendo el sistema de inecuaciones tenemos: 
» 

Coordenadas de A: A = (0; 240) 

Coordenadas de B: 
[4x+y=240 э 5= 0; 120) 299 
2x + 3y = 420 

Coordenadas de С: 
Em eamm 
2 + Sy = 420 

Coordenadas de D: 

La función objetivo es: 
Рос у) = 6x + 8y 


team CALAPENSHKO. 


FROBLEMA 18 


Resolución: 


EnelpuntoCtenemos: Е0120;60) = 720 + 480 = 1200 
Enel punto Dtenemos: — F(300;0)— 1800 + 0 = 1800 
. z= FOGY) nin = 1140 


En cierta prueba existen preguntas de tipo A que valen 20 puntos y de tipo B que | 
valen 30 puntos. FI tiempo para contestar una pregunta del tipo A es 4 minutos y 
para una del tipo B es 8 minutos. El tiempo máximo permitido para la solución es 
de 96 minutos, y no se puede contestar más de 18 preguntas. Suponiendo que un 
“alumno contesta sólo respuestas correctas, ¿Cuántas preguntas de cada tipo 
deberá resolver para obtenerla calificación máxima? 


De acuerdo con el enunciado procedemos a plantear el problema, sean: 
x= número de preguntas del tipo A- E 
у = número de preguntas del tipo B. 
Uia 
Fx y) = 20x + 30y 
EHE 
ppm 
Fes 
vis 
DAD LL 
Hallemos las coordenadas del punto С: 
ELE 
Mee луне 
Evaluando los vértices en la función objetivo tenemos: 
тосу Dee oy 
рыша: тошу-о+0-0 
ues ort: F010 360-360 
трна. Foz 20 210 0 
ETO et raj) 79606000 
Say ar 
DT re NUI NNNM 
To ec 


Una empresa fabrica dos modelos de cámaras fotográficas; A y B. El modelo A deja. 


ganancias de $50 por unidad yel modelo Bde $40 por unidad, Para cumplir con la 
demanda diaria, la empresa debe producirun mínimo de 200 cámaras del modelo 
A y un mínimo de 120 cámaras del modelo B. Si la producción diaria no debe 
sobrepasar de 450 cámaras fotográficas. ¿Cuántas de cada modelo se deben 
producir para maximizar Jas ganancias? 


x= número de cámaras producidas por día del modelo A. 
y = número de cámaras producidas por día del modelo B. 


La función objetivo será: Е 


xy 5450 
Resolviendoel sistema de inecuaciones: 
Evaluando los vértices en la función 
objetivo tenemos: 

FÛx;y) = 50х + 40у 
Enel punto A = (200; 120): 

F(200; 120) = 10000 + 4800 = 14800 
Enel punto B' = (200; 250) 

(200; 250) = 10000 + 10000 = 20000. 
Enel punto C = (330; 120): 

F(330; 120) = 16500 + 4800 = 21300. 
Finalmente se concluye que: 

La ganancia máxima es $ 21300 y зе obtiene con 330 cámaras del modelo Ау 

120 cámaras del modelo B. 


PROBLEMA 20 Un carpintero fabrica mesas y sillas. Mensualmente puede fabricar como mínimo 
20 mesas y como máximo 70 mesas, se sabe también que el número de sillas 
fabricadas al mes no es mayor de 60. Sila ganancia por mesa es de S/. 15 y por silla 
S/. 10, y mensualmente puede fabricar а lo. más 100 unidades combinadas. 
¿Cuántas unidades de cada tipo debe fabricar para maximizar sus ganacias? 


Resolución: Sean: 
x= número de mesas fabricadas al mes. 
y= número de sillas fabricadasal mes. 
La función objetivo será: 

Fs) =15х + 10y 
Las restricciones serán: 

20<x<70 

о<у<б0 


x+y s100 
Resolviendo el sistema de inecuaciones: 
Evaluando los vértices en la función 
objetivo tenemos: Р(х; y) = 15x + 10y 


Enel punto B = (20; 60) 
Enel punto C= (40; 60): |. F(40;60) = 600 + 600 = 1200 
F(70;30) = 1050 + 300 = 1350 
F(70;0) = 1050 +0 = 1050 


Finalmente se concluye que: 
La ganancia máxima en un mesesde S/. 1350 y seobtieneal fabricar 70 
mesas y 30 sillas 


ГТ ИИ 
unidad de alimento "T". ¿Cuántas unidades de cada alimento debe contener la 
dieta para minimizar el costo? 00000000 


Resolución: Sean: 
x = cantidad de unidades del alimento "S". 
y = cantidad de unidades del alimento "T". 
Veamos los datos en un cuadro: 


[m 


100x + 200y > 1000 


x20 


зх+2у-1в[Х=5^у=3 
Evaluando los vértices еп la función 
objetivo tenemos: 

Р; y) = 400х + 300у 
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PROBLEMA 22 


Resolución: 


PROBLEMA 23 


EnelpuntoA=(0;9): ^ F(0;9)=0+2700=2700 
EnelpuntoB— (4,3):  F(4;3) = 1600 +900 = 2500 
EnelpuntoC = (10;0): Е010;0) = 4000 + 0= 4000 


Finalmente se concluye que: 
El costo es mínimo si la dieta contiene 4 unidades del alimento "S" y 3 
unidades del alimento "T* 


Maximizar: = Осу) =5х +3у 
sujeto alasrestricciones: x+y52 

120 

ухо 


La función objetivo es: 
Р(х; у) = 5х + Зу 
Las restricciones dadas son: 


x20 
у20 


Graficando tenemos: 


- 50) +32 =6 


EnB = (2;0) 
F0) 


(2) +300) = 10 


Notese que en el vértice B la función 
seoptimiza. 


Zau = 10 
Maximizar: z= Fay) =2х +3у 
'sujetoalasrestricciones: х+2у<+ 
2x+ysó 
x20 
у>0 


La función objetivo es: 


ору) =2х + 
Las restricciones dadas son: 
x+2y <4 
2x+2y <6 
x20 
y>0 


Observa que las coordenadas del punto B corresponden a la solución del sistema: 
хэзу=зя 
са. 
s 2 
ез decir: 225, 


Graficando tenemos: 
En A=(0;2): 
(0:2) 7 X0) «3(2) =6 


En С=(3;0): 
F(0) = 2(3) + (0) =6 


Жыш twitter.com/calapenshko 


Resolución: — Lafunciónobjetivoes: 
Роу) = 3x + 4y 
Lasrestricciones dadas son: 
3x+y23 
x+y22 
x20 
y20 


Hallemos las coordenadas del punto B, para 
lo cual es necesario resolver el sistema: 


3x*y-3 
x+y=2 
es decir: 


FORD LbITORIAL RO аена 4 
Еп А = (0;3): F(0;3) = X0) +43) = 12 
Я 1,).41).4(3)- 3,12 «(53)-25 
Lat ((12)-33)43)- 2*2 т 
En С=(2;0): F(2,0) = 302) + 40) - 6 
Dala ino 
ms = 6 


PROBLEMA 25 Un fabricante desea producir bicidetas de paseo y de montaña, para lo cual 
5° edenta соп 80 kg. de acero y 120 kg. de aluminio, En la producción de cada 
bicicleta de paseo empleará 1 kg. de acero y 3 kg. de aluminio, y en las de 


fm montaña 2 kg. de cada metal. Él se propone ganar S/. 270 por cada bicicleta de 
=> paseo y $/. 450 por cada bicicleta de montaña vendida, ¿Cuántas bicicle 
. — deberáfabricar de modo que obtenga la ganancia máxima? 


AS 


Resolución: Supongamos que se fabrican x bicicletas de paseo e y bicicletas de montaña, ahora 
organizando la información en una tabla tenemos: 


ComoeltotaldeaceroesBOKg.: — х+2у «80 
Comoeltotaldealuminioes120kg: Зх + 2y < 120 | restricciones 
Asímismo resulta evidente que: x > O 

у20 


Ahora debemos determinar la función objetivo, рага nuestro caso la función 


ganancia. 

Siporcada bicicleta de paseo se debe ganar S/.270, en total se gana 270x 
Siporcada bicicleta de montaña se debe ganar S/. 450, en total se gana 450у 
Dedondela función gananciaserá: — 2=F(xy)=270x + 450у 
Graficando las restricciones: 


tear 
"A 


Hallemos las coordenadas del vértice B, para lo cual [x + 2y = 80 
debemos resolver el sistema: зх+2у = 120 
Esdecir: x=20 ^ y=30 
EnA= F(0;40) =270(0) + 450(40) = 18000 
EnB=(20;30): Е(20;30) =270(20) + 450(30) = 5400 + 13500. 
F(200) = 18900 
EnC-(40,0):  F(40;0) =270(40) + 450(0) = 10800 
Observa que en el vértice B la función se optimiza, es decir si x = 20 ^ y = 30 la 
ganancia es máxima. 
2. Deberá fabricar 20 bicicletas de paseo y 30 de montaña 


mr n шашы 
PROBLEMA 26 Un laboratorio de farmacia fabrica dos complejos vitamínicos constituidos ambos 
por vitamina A y vitamina B. El primero está compuesto por 2 unidades de 

Vitamina A y 2 unidades de vitamina B; y el segundo por 1 unidad de vitamina A y 

3 unidades de vitamina B. Sabiendo que solo se dispone de 1000 

“vitamina А y 1800 unidades de vitamina B y que el beneficio del pri 
ез de 400 dólares y el del segundo 300 dólares. Hallar el número de complejos 
> vitaminicos de cada tipo que deben fabricarse para obtener un beneficio máximo 
¿Cuál será dicho beneficio máximo? 


Resolución: С, = Primer complejo vitamínico, cantidad total x 
Сз = Segundo complejo vitamínico, cantidad total y 
Del texto podemos apreciar que la función objetivo, en este caso la función 
ganancia viene dada рог: 2= Росу) = 400x  300y 


ComoeltotaldevitaminaAeslO00unidades: 2х+у < 1000] 
Comoeltotal de vitamina Bes 1800 unidades: 2x + 3y < 1800) Restricciones 
Asimismo resulta evidente que: x20 

у20 


2x33y-1800 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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PROBLEMA 27 


Esdecir 
EnA- (0,600): — F(0;600) = 400(0) + 300(600) = 180000 
En B= (300.100): F(300400) = 4000300) + 300(400) 


EnC- (500,0):  F(500;0) = 400(500) + 300(0) = 200000. 
Finalmente notamos que para obtener un beneficio máximo debe fabricar 300 de 
C, y400deC;.. 

Zi = 240000. 


Una persona necesita 10; 12 y 12 unidades de sustancias químicas A, B y C 
respectivamente para su jardín. Un liquido contiene 5; 2 y 1 unidades de A, B y C 
respectivamente porborella; y otro producto en seco contiene 1; 2y 4 unidades de 
A, ByC respectivamente, por paquete. Si el producto líquido se vende a razón de 3 
dólares la botella y el producto seco se vende a razón de 2 dólares el paquete. 
“¿Cuántas de cada uno se deben comprar para minimizar el costo y llenar los 
requisitos? 


Sea x el número de botellas que se han comprado e y el número de paquetes, de 
acuerdo con е1 enunciado se busca minimizar ala función: 2 = Р(х; у) = 3x + 2y 
Organizando los datos en una tabla tenemos: 


"Unidades. 


Sustancia B. 2 12 
Sustancia С 1 12 
Costo s3 52 
Ahora las restricciones son: 


Sx+y 210 
2x+2y212 
х+4уг12 
x20 
ухо 


I iso SH Oe res e 


LascoordenadasdeB:  [2х+2у=12 


sx «y -10 Esdecirx=1 ^ y-5 
lascoordenadasdeC: — [x+4y =12 
ах +2у=12 Esdecirx=4 л у=2 


EnA=(0;10): F(0;10)=3(0)+2(10) = 20 


EnB = (1: Ра;5) =3(1) +2(5)=3+ 10 
F(5) =13 

EnC= (4:2): F(42-3(9*20)-1244 
F(4;2)=16 


EnD-(2;0: FAZ 


732) + 2(0) = 36 


Observa que el valor mínimo es 13 y ocurre en В = (1,5) 
+. Lapersona ha de comprar 1 botella y 5 paquetes. 


Resolución: En el plano cartesiano se tendrá: 
RON PAM 


SPS y 


Observa que "C" es la solución del sistema: 


x*3y-6 
ax+y=8 


+ der c-( 2 


Ahora procedemos a evaluar F(x; y) = 4x + бу en los puntos: A, B, Cy D. 


A A ынана 
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En A= (0:0): 


E(0;0)=0+0=0 


F(0;2)=0+12=12 


PROBLEMA 29 А una persona le toca 10 millones de soles en una lotería y le aconsejan que las 
invierta en dostipos de acciones A y B. Las de tipo A tienen más riesgo pero producen 
ча beneficio del 10%. Las del tipo B son más seguras, pero producen solo el 7% 
anual. Después de varias deliberaciones decide invertir como máximo 6 millones en. 
la compra de acciones A y por lo menos 2 millones en la compra de acclones В. 
Además decide que lo invertido en A sea por lo menos igual a lo invertido en В. 
¿Cómo deber invertir 10 millones para que el beneficio anual sea máximo? 


Resolución: Supongamos que: 
x = Cantidad invertida en acciones A. 
y = Cantidad invertida en acciones В. 

La función objetivo es: 


Я puer 
Evaluando a la función objetivo: FOGY) = Tog * 100 


EnA = (2:2): 


EnB = (6; 2): 


60 | 28 
F(64)- 305300 


вв _ 
71007958 ¡Máximo! 


En D= (5; 5): 
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PROBLEMA 30 Una fábrica de productos alimenticios tiene dos tipos de camiones. Los 
camiones tipo A tienen 20 m? de espacio refrigerado y 40 m no refrigerado y _ 


los camiones de tipo B tienen 30 m? de espacio refrigerado y 30 ш? по 
refrigerado. ¿Cuántos camiones de cada tipo debe emplear la fábrica para 


transportar 900 ш? de productos refrigerados y 1200 m de productos no 


refrigerados? ADMISIÓN UNMSM 2017-11 
Resolución: Tipo | Refrigerados | No Refrigerados 
x A | ооп? 40m? 
y B| зоп? зот? 
900 т? 1200 т? 
Las restricciones del problema son; 
20x + 30y < 900 
40x + 30у < 1200 
x20 
уто 
Para hallar A se resuelve: 
20x +30 = 900 
eed > x=15 ^ y=20 
|40x + 30y = 1200 


Se necesitan 15 camiones del tipo A y 
20 camiones del tipo В. 
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1 5 Determine el área dela región triangular en 
el primer cuadrante del plano cartesiano 


formado por los ejes coordenados y la recta. 


Lix+y=6 
Ay 124? B) 1647 O24 
Di DEJA 
& Resolver 
y> 
x20... (2) 
2 Laspendientes delas rectas уго... (3) 


Like Ay £270 y LiSx-y e 40 


ee N Y » Y 
19 7 x 
№! ol 4 РГ 
13 1 E 
mł D 
© Y 


D у D y 
7 10 n p 
n» DRO ok u 
13 17 
»B DZ z 
4 Calcilarydel sistema: 7. Minimizarla siguiente función: 
xim]. Р у) = 2х + Sy 
Eee sometida alas restricciones: 
x+y2s 
1<5 
yss 
Sa mi о 
^ : юзо юз оз 
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8. Determine el máximo valor de la siguiente 


función: F(x; y) = 4x + 3y, sometida a las 
restricciones: 
х+2у «20 
x24 
у22 
A)so 5)60 om 
руво E90 


3. Minimizarla función: F(x;y) = 6x + 3y 
según as restricciones: 


ys2c43 
x+ys7 
x20 
yz2 
DI »6 с)2з 
D)o E36. 


10, Resolver el problema de programación 
lineal. Maximizar: z(x;y) = Зх + 2y 
Sujetoa las restricciones. 


xy s1 
x20 
y20 
۸-2 во 92 
D)3 ва 


fij Maximizar: осу) = 4x + 6y, sujetoa: 


x+3y<6 
3X+y<8 
х20;у20 

A98 B) 10,7 912 

D)16,5 Bis 


SERES 
pee 
as 
eripe 
Brem 
Ei 
20 
A220 B)240 €)250 
о Юз 
e (Gc) = хуй: 


ч 


E 


x+y 5150 

ys 

x220 

y240, xy ez? 
A120 B) 130 0140 
D) 150 E) 160 


Minimizar: C (x; y) = 6x + 8y, sujeta a las 
restricciones: 
40x + 10y 2 2400 
10x + 15y 2 2100 
Sx + 15y 2 1500 
x20;y20 


A) 1100 
D) 1800 


B) 1140 c) 1200 


E) 1920 


Un sastre tiene a su disposición 16 m de 
algodón, 11 m de seda y 15 m? de lana. Un 
traje requiere lo siguiente: 2 т? de algodón, 
1 ш? de seda, 1 т? de lana. Una túnica 
requiere lo siguiente: 1 т? de algodón, 2 m* 
de seda, 3 т? de lana. Si el traje se vende por 
530 y una túnica por $50, ¿Cuántas piezas 
de cada confección debe hacer el sastre para 
obtener la máxima cantidad de dinero? 


A) Btrajes, Orúnicas 
B) 4trajes, 3 túnicas 
©) 7 trajes, 2túnicas. 
D)3 trajes, 4núnicas 
E) O Trajes, 5 tünicas 


AA Y dau 


team CALAPENSHKO. 
ALO 1:013 


16. Un granjero tiene 480 hectáreas en la que 
puede sembrar trigo o maíz. Él calcula que 
tiene 800 horas de trabajo disponible 
durante la estación crucial del verano. 
dados los márgenes de utilidad y los 
requerimientos laborales que se adjunta, 


A $ 40 por hectárea 
Trabajo : | 2horas por hectárea 
Trigo 
Utilidad: $30 por hectárea 
Trabajo : | 1 hora por hectárea 


¿Cudntas hectáreas de cada uno debe 
plantar para maximizar su utilidad?, ¿Cuál 


esla utilidad máxima? 
A)12560  B)l4500 0)17600 
0) 18210 E) 20200. 


17. Una empresa fabricante de computadoras 
produce un modelo Н que deja ganancias. 
de $ 25 por unidad, y un modelo k con 
ganancias de $ 50 por unidad. Para cumplir 
con la demanda diaria la empresa necesita 
producir un mínimo de 200 computadoras. 
modelo Hy un mínimo de 80 modelo K. Sila 
producción diaria no excede a 400 compu- 
tadoras. ¿Cuántas de cada modelo se deben 
producir para maximizar las ganancias? 


A)100Hy1SOK В) 150Ну200К 
C)200Hy 100K 
D)200Hy200K  E)220Hy180K 


18. En una evaluación hay preguntas de letras. 
@) que valen 10 puntos cada una y 
preguntas de números (М) que valen 15 
puntoscada uno. 


19. 


Si Percy tarda 3 minutos en contestar 
correctamente una pregunta de letras y 6 
minutos en contestar una de números y el 
tiempo máximo permitido para la 
resolución es de 60 minutos y no puede 
contestar más de 16 preguntas, ¿Cuántas 
deberá contestar correctamente para 
obtenerla puntuación máxima? 


A)ISLySN B)ISLy3N C)12LyAN 
DNL y SN E) 10Ly6N 


En una urbanización del distrito de Surco, 
se van a construir casas de dos tipos: 
económicas y super económicas. La 
empresa constructora dispone de 5 
1800000, siendo el costo de cada tipo de 
саза $ 30000 y de $ 20000 respectivamente, 
La municipalidad exige que el número total 
de casas no deben ser superior a 80. 
Sabiendo que cl beneficio por la venta de 
una casa económica es de $ 4000 y por la 
super económica $ 3000, ¿cuántas casas 
super económicas deben construirse para 
obtener el máximo beneficio? 


A)20 
D)60 


B)40 050 


570 


Una compañía produce dos tipos de 
artículos, mecánicos y eléctricos mensual- 
mente. Cada uno requiere para su 
fabricación del uso de tres máquinas A, B y 
C. En la tabla adjunta se muestra la 
información relacionada con la fabricación. 


deestosdos tipos de artículos. 

ES 

© | Unidad. 

mecánico | эһ | m | m| s4 

" 6 

mew | am [an [| 5 
Máximo de 

oras — [1s0h 160b зоом 

Disponibles 


Se sabe que la compañía vende todos los 
articulos que produce. Determine la 
utilidad máxima mensual (en dólares). 


A)s360 
0)5480 


B)$400  ©)$440 


E)$520 
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21. Un pequeño negocio se especializa 
vender dos tipos de artículos A y B. Si “x” 
representa la cantidad de artículos 
producidos del tipo A , "y" representa la 
cantidad de artículos producidos del tipo B, 
sujetos: 2х+у<8 

2х+3у12 
Determine la utilidad máxima P siesta dada 
por; Роду) = 100 (3x + y) .en dólares 


A) $4000 
D) 511000 


B)$8000 — С)510000 


E) $12000 


22. Dada las siguientes proposiciones respecto 
ala programación lineal: 

1. Las restricciones de desigualdad son 
polinomios de primer y segundo grado. 

JL. El punto óptimo se encuentra en la 
región admisible. 

Ш. La región admisible contiene puntos, 
los cuales tienen en alguna de sus 
coordenadas valor negativo. 

Es (son) correcta (s): 


AJSéol ^ B)Sóel ^ C)Sólom 
олуп шуп 
22. Considere el problema а maximizar: 
Z = 30X, + 20X, 
sujeto alas restricciones: 
X560 


1. Noexiste región admisible. 
IL. Elóptimo seda enel punto (60;0) 
Ш. Una solución factible esel punto (0; 75) 


son correctas: 
A)Sélol — B)Sóloll C) Sólo 
олуп Юпуш 


м 


E 


ENUNCIADO: 

Un sastre tiene 80 metros cuadrados de tela 
de algodón, 120 metros cuadrados de lana. 
Un traje requiere 1 metro cuadrado de 
algodón y 3 metros cuadrados de lana, y un 
vestido de mujer requiere dos metros 
cuadrados de cada una de las telas. ¿Qué 
cantidad de cada confección debe hacer el 
sastre para maximizar su ingreso si: 


“Tanto los trajes como los vestidos de mujer 
se venden cada uno a $30? 


A) 10 trajes, 40 vestidos. 
B) 20 trajes, 30 vestidos. 
C) 30 trajes, 20 vestidos. 
D) 25 trajes, 25 vestidos. 
E) 16 trajes, 34 vestidos. 


Un traje se vende por $ 40 y un vestido de 
mujer sevendea $20? 


A) SO trajes, 60 vestidos. 
B)20 trajes, 20 vestidos, 
C)30 trajes, 10 vestidos. 
D) 15 trajes, O vestidos. 
E) 40 trajes, O vestidos. 


Un traje se vende por $ 30 y un vestido de 
mujer por $202 


A) 20 trajes, 30 vestidos. 
B) 20 trajes, 20 vestidos. 
C)20 trajes, 10 vestidos. 
D) JO trajes, 10 vestidos. 
E) 30 trajes, 20 vestidos. 
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27. Un anesano teje mantos de alpaca y de 
algodón mensualmente, puede tejer desde 10 
hasta 60 mantas de alpaca y un máximo de 
120 mantas de algodón. Si la ganancia por 
cada manta de alpaca es de S/.134 y por cada 
manta de algodón S/.20. ¿Cuántas mantas de 
cada tipo debe tejer al mes para que maximice 
sus ganancias?, se sabe por experiencia propia 
que elartesano puede tejer mensualmente alo 
más 160 mantas combinadas. 


A) S0dealpaca y 110dealgodón 
B)70 de alpaca y 90 de algodón 
С) 60 de alpaca y 100 de algodón 
D) 80 de alpaca y 80 de algodón 
E) 90 de alpaca y 70 de algodón 


28. Una editorial planea utilizar una sección de 
planta para producir 2 revistas. La utilidad 
unitaria es de $2 para la revista ЭС y de 53 
para la revista "B", La revista "A requiere 4h 
para su impresión y 6h para su encuaderna- 
ción. La revista "B" requiere Sh para 
imprimirse y 3h para su encuademado. Sise 
dispone de 200h para imprimir y de 210h. 
para encuadernar, determine la máxima 


utilidad que se puede obtener. 
570 D с)120 
р)$140 Е)$160 


29. Determine el mínimo valor de la función: 
F(xiy)=2x+8y sometida a las restricciones: 


2х+4у>В 
2x-Sy 50 
бух 
ху20 
104 104 E 
D БЕ от 
[I 526 


30. Determine el máximo valor de la función: 
Ро; у) = x + y sujeta a las restricciones: 
y<x+4 
у22 
эх+у>10 
2x+y <22 


A6 B2 gr 


E MATEMÁTICAS А 


f. Calcule el valor máximo y el valor mínimo 


dela función objetivo: C=3x + 2y + Senla 
región de la figura. Dar como respuesta la 
“suma de tales valores. 


A24 
B)28 
СЕЗ 
0)36 
539 


Calcule el máximo valor de = Sx + 4y, tal 


que se cumpla: 
6x + 4y < 24 
х+2у s6 
=x+ys1 
0sys2 
x20 
ao D ою 
0)15 521 


"ace la región S definida por ls restrcco- 
nes dadas y marque sus vértices. Calcule el 
Valor miximodeC = 3x + уеп, 
зк-4у 2-12 
3 + 2y > 24 
©) 3x-y < 15 
x20:y20 


A9 в)15 o1 
D)18 Da 


Maximizar la función: F(x;y) 


(8x + 7y < 56 

Sx + 3y > 24 

у20 
з 7 u 
z в)7 11 
DE 2 oz 
5 13 
05 BT 


A6 в)14 
D)20 E30 


36. Si la función objetivo Z = ax + 3y, a > 0, 
toma un valor máximo de 39 en la región 
admisible mostrada, el valor de "a" ез: 


м1 
в)2 
©з 
D)4 
DS 
27. Maximizar: F(x; y) = 4x + 6y, sujeta a: 
х+3у26 
Зк+узв 
x20;y20 
A98 5)107 ou 
0)16,5 E18 
20, Maximizar la función: F(x; y) = 4x + Зу, 
sujeta a las restricciones 
30x + 20y « 1800 
х+у во 
xz0;yz0 
A220 B) 240 c)250 
D) 260 E) 280 


39. Minimizar: C(x; y) = бх + 8y, sujeta a las 
restricciones: 
40x + 10y > 2400 
10x + 15у > 2100 


5х + 15у > 1500 
x>0;y>0 

A) 1100 B) 1400 ©1200 

0) 1800 E) 1920 


40. En un examen hay preguntas del tipo A’ 
que valen 20 puntos y del tipo ^B" que valen 
30 puntos. El tiempo para contestar una 
pregunta del tipo "A" es 4 minutos y para. 
una del tipo ^B" es 8 minutos. El tiempo 
máximo permitido para la resolución es de 
96 minutos, y no se puede contestar más de 
18 preguntas, suponiendo que un alumno 
contesta sólo respuestas correctas, 
¿Cuántas preguntas de cada tipo deberá 
resolver para obtener la calificación 
máxima? 


A)MAy7B 
D)13AySB. 


B)IOAySB — C)12Ay6B 


E) 14Ay4B 

4f. A continuación se muestran 4 regiones enel 
plano xy, indique cuál(es) de ellas represen- 
та la región factible de un problema de 
programación lineal bidimensional. 


ы 
зы 


А-у BIH CM 
Du-iv BN- IV 
42. Determine el máximo valor que asume: 
Қу) = 2х y 
sujetoa: 
ysx+2 
у<-х+3 
x20 
yzo 
A6 B)14 915 
D)20 E30 


mmus numcrus 


4$. Encontrarel máximo valor de la expresió 


2=4x+3y 
Si Gs eos y) eR7/30x + 20y «1800 
x+ys80 
x20,y20) 
A)220 B) 240 C250 
D) 260 5)280 
^4 Determine: — Máx2x, + 3x) 
sujetoa: x +x 56 
5x +3x, < 15 
xix >0 
ө 
в) ө 
z oF 
DI 
222€ 438, 
x +2 28 
254327 
4%, + Sk 5 29 
xi 20 
A13 вю Qs 
D)16 517 
46. Minimizar la función f(x; y) = 2x+ By 
sometida a as restricciones: 
x20 
у20 
2х+4у 28 
2x- Sy < 0 
=x+ sy 55 
104 104 91 
^) 2 B19 az 
D% 526 
47. Halleclmáximo valordez 
x+y<80 
+ s80 
x20 
y20 
B)300 0400 
5600 


GHI 
48. Un granjero tiene 480 hectáreas en la que 
puede sembrar cebada o maíz. El calcula 
que tiene 800 horas de trabajo disponible 
durante la estación crucial del verano. 
Dados los márgenes de utilidad y 
requerimientos siguientes: 


Маш: Usilidad: $40 porhectárea. 
Trabajo: S 2hrs. por hectárea, 
Cebada: Utilidad: $30 por hectárea, 


Trabajo: $1 hr por hectárea, 
¿Cuántas hectáreas de cada cereal debe 
plantar para maximizar su utilidad? 


A) 15600 
D) 17600 


8) 16000 C)16400 


E) 18200 


4$. Un grupo de aficionados de un equipo de 
fûtbol encarga a una empresa de transporte. 
el viaje para llevar a los 1200 socios a ver la 
final de su equipo, la empresa dispone de 
autobús de 50 plazas y de microbuses de 30 
plazas, El precio del viaje en cada autobús 
es de 252 dólares y el del viaje en microbús 
de 180 dólares. Sabiendo que la empresa 
dispone de 28 conductores. ¿Cuál es el 
costo máximo del viaje? 


0) 6396 
E) 7080. 


A) 6048. 
D) 70556 


B) 6056 


50. Dados a, b c R y los problemas de 


programación lineal 

Minax +by...(1) sujetoa (x, y) e D. 

Máxax+by...(2) sujetoa (x,y) e D. 

Sea (x, yû solución del problema (1). 

Señale la alternativa correcta después de 

determinar la verdad o falsedad de las 

siguientes proposiciones. 

1 (-х„-Уев1а solución del problema (2). 

П. Si D = Ø entonces las soluciones de los 
problemas (1) y (2) son distintos. 

Ш. Si las soluciones de los problemas (1) y 
(2) coincide entonces D = ((x, y) 

ADMISIÓNUNI 2017-1 


Аууу 
D)FFV 


BVV 


OWE 
E)FFF 
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CAPACIDADES: 


+ Identificar expresiones imaginarias 

©: = Efectuaroperaciones con expresiones imaginarias, 

Aplicar teoremas y propiedades en las distintas formas que adoptan los complejos 
imaginarios. 


Z=x+yi | xy eR; i=/1 


LOS NÜMEROS COMPLEJOS fueron 
introducidos por primera vez por los matemáticos italianos 
del siglo XVI que arribaron a la conclusión de que sin ellos 
nose podrían resolver ciertas ecuaciones. 


Gerolamo Cardano fue uno de los primeros en 
operar con raíces cuadradas de números negativos; trataba 


de resolver el siguiente problema que se discutía en esa 
época: "Dividir el número 10 en dos portes de tal formaque GEROLAMO CARDANO 
una delas partes multiplicada porla otra dé 40". 


Cardano escribió “esto es claramente imposible, pero probemos" y encontró los 
dosnómeros: 5+ Z15 y 5-y=13 cuya suma es 10 y cuyo producto es 40: pero también 
concluyó que trabajar con estas cantidades sería “tan alambicado como inútil”. 


Los números complejos evidentemente no pertenecían al sistema de los números 
reales si bien se les utilizó como algo conveniente se consideró que eran espurios o irreales y 
se les denominó imaginarios. 


En efecto el gran matemático del siglo XVII René Descartes era tan escéptico en 
cuantoa la realidad de estos númerosque los rechazó en forma total. 


Hoy en día nos percatamos de que no existe un sistema numérico único sino que 
hay muchos sistemas, todos son igualmente genuinos, si bien difieren entre sí, 


Es el conjunto numérico denotado por C y definido de la manera siguiente: 


€- 16] x.Yex] 


Donde se rigen dos operaciones de composición interna: adición (+) y multiplicación ( . ) más 
una relación de igualdad (=) 


EXPRESIÓN IMAGINARIA 
Se denomina asi al resultado de extraer signo radical de índice par a números negativos, 
veamos algunos ejemplos: 


D +з Ya Dx x 
| UNIDAD IMAGINARIA i) 


Convencionalmente se denomina así al resultado de extraer raíz cuadrada al número 1 


т-у1/2 a 


Ahora con algunos ejemplos dados anteriormente tenemos: 
*O4A T=. I= 
+ 49 = Jie. VT =3 


"POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA | 
Considerando exponentes enteros, en particular naturales, cada potencia de la unidad 
imaginaria se repetirá periódicamente cada cuatro resultados, veamos una tabla: 


ti DEEST 
DESI gu 
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TEOREMAS. 
1) vneZ 
О О |. оиро 
2) vkez 
mua A T 
3) VkeZameQ twitter.com/calapenshko 
Е] e PL 
PROPIEDADES | 
NÚMERO COMPLEJO. 


Es un par ordenado de componentes reales que consensuadamente se denota por 2 
ETE 


Donde: x = parte real del complejo z-ReG) 
y = parte imaginaría del complejo z = Im (2) 


Dado el complejo Z = (x: y) /x, y e R: 

L — $Еу = 0, entonces Z es un complejo real. 

i: x = 0 ^ y + 0, entonces Z es un número imaginario puro. 
x= 0 A у = 0, entonces Z es un complejo nulo. 

М Six» Олуя 0, entonces Z es un número imaginario 


team CALAPENSHKO 
LIBRO Р MATEMATICAS ДА 


FORMA RECTANGULAR, CARTESIANA O BINÓMICA DE UN NÚMERO COMPLEJO 2 


2-05y-xexxy eR 


Re (z) 
ei д 


m) ım (2 =1 
NÚMEROS COMPLEJOS ESPECIALES 
Dado el complejo Z = x + yi /x A y € R, se define: 
1. Conjugado deZ (2) П. Opuesto de 2 (Zop = Z*) 
2=х-уі 
z-sen 2 --s 
+ 2-5-2 S ac 
Zop - -5 +A Zop= -3i 


OPERACIONES CON NÜMEROS COMPLEJOS 


Dados los complejos: 2, = x + yi ^ 


= a + bi , tenemos: 


1. ADICIÓN: 


(x+ a) + (y + b)i 


п. MULTIPLICACIÓN: 


C^ZeC 5 A 
(x + yi). (a + bi) 
= (ах — by) + (bx + ay)i 


Ejemplo: siz, =4+3i ^ 
Encontrar 2, + 


Resolución: 1 2 +2 = 4+3+2 


2 2+2 =6 +4 


También para Z, —Z, tenemos: 
Z-Z% =4+3i- (2+0 
2,-2, -4*3i-2-i 

—— 


ML z,-683)040 
2,2, = 844i 6i-3 
1o 


OBSERVACIÓN. 


y 


Para efectuar una división entre números complejos donde el denominador es imaginario, se 
debe multiplicar a cada término por el conjugado del denominador, veamos un ejemplo: 


2+ 
POETA 
@+о@-0 


Sen: 1A. 


Teoremas: У Z, Zi, Z2 « C 


D -z 
2 (IZ) -1+2 
3 a = 


4$ 0.5.2 
э [  -@й:м+о 


¡PLANO COMPLEJO. 


También llamado plano de Gauss o Diagrama de Argan'd.. 
Jm (Eje Imaginario) 


0 Re (Eje Real) 


Dado el complejo Z = x + yi / x a y = R su representación gráfica en el plano complejo será un 
punto al cual llamaremos afijo, veamos: 


Es la distancia que existe desde el polo hasta el afijo de Z, veamos: 
Z=x+yi/xayer 


En el triángulo sombreada podemos aplicar el teorema de Pitágoras: |Z/^» x^ + y? 


. 2= 3ل‎ +i Iz W3y «ay 


= 4 2= 2 


VZ,Z AZ, € CaneZ* 


D шго o |2| = 

2) 12| = 121 = IZopl n =2 .2 

3 IZ -Z= l- al ® [а +22112411231 
а-ы; А 9) Ша, +212 141-02, 

EI lė ga 12, +2] 2 1211-1221 


5) 121-120 10) 12,1 - 12211 < 12, -Zal 


ALGEBRA 


Es la dirección del segmento de recta que contiene al módulo de Z medido en sentido 
antihorario y denotado por Arg (Z) 


La forma general del argumento de Z es: 
Arg(Z) = 2kx +0; k=0,1,2,3, 


Sik = O entonces Arg (Z) = 0, al cual se le da el nombre de argumento principal de Z y debe 
verificar lo siguientes 


Ejemplo: ¿Cuál es el argumento principal de Z, donde 2 = -1 + 31? 


Resolución: — Ubicamos a Z en el plano complejo: 


El argumento de un número complejo se puede expresar en radianes o en grados 
sexagesimales. 


Dela gráfica tenemos: x= |z] соз ; y= |а| senê 


Ahoraelcomplejoserá: z= |z| cos0 + |z| seni 


cuya forma pore: FEET] 


Siendo su forma abreviada: z = |z] ciso 


Ejemplo: Expresar en forma polar al siguiente complejo z= 1 + i 
Resolución: Ubicando a z enel plano complejo 


O se ubica en el primer cuadrante: 


1 z 
n0=]=1=>0= 


MATEMATICA 1 


team CALAPENSHKO 


Dadolos complejos z, = [| cis» ; 2, = [22] cis: 


lalla, +0) 
n =0,) i z420. 
delere одсео 


3. POTENCIA (Fórmula de De Moivre) 


2" = ([z] diso)" = | z^ s(n) 


Esta relación también se verifica cuando п es un entero negativo, siendo z« 0. 


= |z| dis yel nümero natural “n” 


1. MULTIPLICACIÓN 


2. DIVISIÓN 


4. RADICACIÓN 


ES 


Donde к= 0; 


(2-2) 


RAÍCES CÚBICAS DE LA UNIDAD REAL 


Consideremos al complejo: z= 11 0i, observar que |z| =1 


Cuyaformapolares: z= cos(0°)+ sen(0°) 
z= |z| cisto") = cis(o*) 


Extrayendo гайг cúbica: V = Nen) e =з” 


alza) 


3 


fa = cis(0*) = cos(0*) + isen(0*) 
42-1 


Si k - 0, tenemos: 


team CALAPENSHKO: 


Si k =1, tenemos: 


Si k 2, tenemos: 


Consensuadamente cuando k 71, YE = w y cuando k =2, YE = w? 


de T- ; 


2) VkeZ | 3k- Múltiplo de tres 


+ Ia w.m уза 


3) VkeZ ^meQ 


Dado el complejo 2 = x + yi | 
siguiente: 


є В, su forma exponencial se define de la manera 


Donde 0 esel argumento principal de z y е es el número de Napier cuyo valor aproximado 
es 2,7182 


AAA B812 RAE 
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Ejemplo: — Representaren forma exponencial al siguiente número complejo z = 1 + /3i 
Resolución: Ubicandoa z enel plano complejo 


se ubica en el primer cuadrante: 
Cede e 
mos set 


Observar que: [|= V0? +3)? =2 


IS 


Dado el complejo zax+yi | хув 


En forma polar tenemos: z= |z] (cost + isen0) 
Enformaexponencial tenemos: z= |z| e° 


Por tratarse del mismo complejo podemos plantear lo siguiente: 
Iz] e°! = |z| (coso + isen0) 


Relación matemática conocida como la fórmula de Euler, también: 


79 (cost =i seno) 
[TEOREMAS ADICIONALES 
3 vkez 
cis(ê,) = 960) = Ө, = 0, + 2k 
2 vkez 


i Lo co ez 


team CALAPENSHKO: 


Dadoel complejo: z = (x;y) = x + yi | x,y e Rie - T 
Parterealdez = Re(z) = x 


Parte imaginariadez = їп) =y 
Módulodez = [|= *Y* 


Argumento dez = Arg (2) = 0 
ENOEKFICERELATICERYASENECES 
2A. LagráficadeRe()=x — esunarecta vertical 
2B. Lagráficadelm(z) =y ^ esunarecta horizontal. 
2C. Lasgráficasde; — Re(2)>x;Re(2)<x; x, SRE()<X 
Im(2)»y;Im (<y; y, «Im(2) «y; 
son semiplanos, 


З.А. Elgráfico Arg(z) = 0 esel conjunto de números complejos que tienen por argumento 0, 


3.8. El gráfico de 0,< Arg(z) < 0, es un semiplano comprendido entre los argumentos 0) y O, 
cuyo vértice del ángulo es el origen de coordenadas. 


3.6. Elgráficode 0, < Arg(z) < 0; es similar al caso anterior con vértice en zo 


7A AL MÓDULO | 
АА. Lagráfica de: [2-25] = x, es una circunferencia de centro en zo y radio r. 
AB. Lagráficade: [2-5] < t,esuncirculoque no incluye la circunferencia. 
AC. Lagráficade: |2-2p[> x eselsemiplano fuera de la circunferencia; no incluye a la circunferencia. 


Ар. Lagráficade: r,  |2-2o| < Fa, es una corona circular. 


Si en cualquier caso citado anteriormente se sustituye un signo de relación simple por su 
ие signo doble (> por > o < por <) se deberá incluir como solución la frontera que 


S-(eC|Re =5) 


Resolución: — seacinimerocomplejo:2=x+yi|x y eR;i=V1 
Por condición tenemos: х-5 
La cual nos indica una recta vertical, en el plano complejo: 
Im 


xeSesellugar geométrico de todoslosz = x + yi tal que Re(z) = 5 


Ejemplo 2:  Graficar el conjunto: 
x г S = (eC | Im) <-2) 


Resolución: Sen e nimerocomplejo:z=xc+ yi | xy e R;1= V-T 


Por condición tenemos: у<-2 
La desigualdad corresponde a ип semiplano ubicado por debajo de la recta у = = 2, 
‚ sinincluira esta. 
| Im 
i Re 


El semiplano sombreado es el lugar geométrico de todos los z = x + yi tal que 
Im(z)«-2 


AAA 7| 815 Cica ume 


team CALAPENSHKO: 


Ejemplo 3: 


Resolución: 


Ejemplo A: 


Resolución: 


CIUS 
sec 


Sea el nimerocomplejo:z = x + yi | x,y є R;i= V-T 


Porcondicién tenemos: Are 35 
Finalmente la gráfica será: 


Graficar: 
s-G-n*ec|p-ilsn0oso2) 


Por condición tenemos: 
|z-1]51 ө [2-01 00] 51 


Cuya gráfica es el círculo que incluye a la circunferencia o 


decentro (1; 0) y radio 1, veamos: > 
"€ w 
Para el argumento tenemos: 
[I 
me 


Finalmente la gráfica de S viene dada porla intersección 
de (1) y Q) veamos: 


team CALAPÍ 


INSHKO. 


Ejemplo 5: A continuación se muestra la gráfica de todos los complejos z/z = x +yi, luego la 
gráfica dez será: 


Resolución: — Enelproblema se da *z" y se pide "7", como: 


a=xtyi> Zex-yi 


Como z pertenece al primer cuadrante, se deduce que: x > 0 ^ у> 0; luego Z 
perteneceal cuarto cuadrante. 
Finalmente la gráfica de todos los viene dado por: 


1. Las gráficas de z ^ Ē son simétricas con respecto al eje Real. 


JL. Las gráficas de z ^ zop son simétricas con respecto al polo. 


Coloca un visto (¥) en cada recuadro que 


$ Extayendo la información necesaria 


corresponde а una expresión imaginaria: del diagrama adjunto. 
Im 
A258 2, 
в) V4+ 43 
с) 424-1 
D) 1-104 8-6 [а] Re 
E) a yat O 


Reducirencadacasosiendoi = ZT 


лёй. 
DIE 

e iure 

D) P9 4/182, 2j 

E) 12008 , (2009 , ¡2010 


Mostrar el equivalente en cada caso 


Ыы 
виз? 
ol 
ná 


mn 


pf 


Efectuar las operaciones indicadas: 


NIDO 
B)G-20.0 «5 
OG-*).2-D«i 
D (3-50.(1-0-! 


E) (3 +20.(2-30 +1 


ES 
Efectuar cada una de las siguientes 


operaciones: 
Ауд 623-239) 34.24 + 23-23 
0%2%+z 


& — Completalasfilas de la tabla adjunta: 
EXPRESIÓN z [eto imo] 121 


23000-01 
5—20.(2+1)—1 
3+41 


T. Graficarcada uno delos conjuntos: 


A) S=(2 EC | Re(2)=-8) 
B) S=(2 €C|Im()s 2) 
Qs-GeClAgD- 3) 


D) S= еС| 550053) 


E) S=(2 eC| |2+1+i]2 4) 
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PROBLEMA 1 Elequivalente de: 


IAS 
tn 
TARA 


Resolución: Observar que en el numerador los términos alternadamente son de la forma: 


> ¡mm 0; vmez 


о+о+..+0 
VI evt. pm 


PROBLEMA 2 


ede: 


Resolución: —— Efectuando cada paréntesis: 
( E (2) 22) 

i Лт 

Simplificando en el primer miembro, se tendrá 


i100 


.100- «bi 


Calcular: 


v 


=a+bi 


FROBLEMA 3 


Resolución: 


APN AAA ART 


A A Onl 
ты deb 


1 
a+ 


wore Kok 


222i = а+ы- 1 


T 
arbi БЕП 


Resolución: Observar que i» 1%, luego: 


nda iva 


Antias 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente — ; 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analiticamente, así que te invito a leerlo. 


o сїгсиш!асїбп gratuita 
büscalo en la red 


ООЛО el GRUPO CALAP 
29 de agosto del 2020 
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PROBLEMA 6 — Si(z w} c C mostrar el equivalente de la expresión: 


E “(ЫШ 


Resolución: Sea K el equivalente, luego. 


xen) n 


sean: 2=a+bi эйе) 


sumandozyw: z+w=(@+x9)+0+y)i 


de donde tenemos: Re(z + м) = a + x 


Re(z + w) = Re(z) + Re(w) 


Ahora en la relación (1) se tendrá: 


H 


PROBLEMA 7 Sabiendo que: a + bi = x + yi; donde a, b, x, y son reales, Calcular el valor de: 
b? 


ayy? 


Resolución: — Elevando ambos miembros de la igualdad mostrada al cuadrado se tendrá: 
ажы (х2 y) Qui ; 

de donde: ay = х2 аку? 

bezy => Вау? 

(1) en (2): ر( ر + 4= ۳ط‎ es e ay ey) 


PROBLEMAS Representarenformabinómica al complejo Z, donde: 
„ (cos17* + isen17*'[V2(cos28" + isen28°) È 
Т (ens isen7 


= 821 
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ATEMÁTICA Г. 


Resolución: Teniendo en cuenta la fórmula de De Moivre, z será: 


(605517 isenS1) coss" isenS67)] 
577^ «isen77* 


z 


isen56°) 


Ahora considerando la multiplicación y la división en forma polar: 


Жїсов107° + isen107°) _ мл, isen: 
€0577* + isen77* vies x 


PROBLEMA 9 Reducir; Kere? 
Resolución: Teniendo en cuenta la fórmula de Euler y su relación consecuente 


eme) m) 


esed) 


'wÃ son las res raíces cübicasde la unidad real, Calcular: ^. 
5 
3 


PROBLEMA 10 


EREC WI.. 


Debemos tener en cuenta que: 


ї+2+3+....+ 


Resolución: Consideremos al siguiente complejo: 
z-xtyxyeR 


Porcondición: Унап 60° > = V3 > у= Ух 
Como Arg(z) = 60°, z se ubica en el primer cuadrante razón por la cual x ^ y 


sen positivos: кеа 
Por condición: — (x«yD.y + xi) = 16i 
(x + xi) (Vix + xi) = 161 
ECT 


X68 + 1431-13) «16i 
ESC 


La condición dada es: 


En forma exponencial: 


Donde se cumple: Soa : 
n-12k+9 
Por condición se plantea : 1000 n < 10000 
1000 < 12k +9 <10000 
8255 ks832,5 
Como п es mínimo, К debe ser mínimo en consecuencia k = 83 
Finalmente tenemos : 


2k*9 712.8349 


Nuestra estrategia consistirá еп dar forma de una potencia de (1 + i) al segundo, 
miembro, veamos: 


эз-21- 2°? = (20° 

De acuerdo con lo expuesto еп la teoría, podemos sustituir: 
2ipora +0° 

Enconsecuencía es válido plantear: 
ESTEE 

Asî pues la igualdad dada se podrá escribir ast: 
а+р"=а+о° 


Finalmente por comparación podemos reconocer que: 
^ n=10 


AA rn” 


ÁLGEBRA 


[2+9|=312+11 
Reemplazando z por (c+ y): 

|х+у+9| =3іх+у+а 
Agrupando las partes reales: 

10+9) +yil «316 D yi | 
Por definición de módulo: 

(Ne 
Elevando al cuadrado se tendrá: 

око)? ку =+ ey 
Efectuando y simplificando obtenemos: 

dro 
Finalmente de (2) en (1): 

211—3 


Nuestra estrategia consistirá en hallar alguna relación de: 
FJ) con Fa + b); 

para ello seguiremos el siguiente proceso: 

Dada la siguiente igualdad : i = 0 + i ; la expresamos en su forma exponencial: 


Extrayendo a ambos miembros signo radical de índice 2: 
NE aê 
Utilicemos la fórmula de Euler en el 2° miembro: 


Wim cos img 


IATA B25 AA 


9). 


x 


'en(**) debemos reconocer que: nd Fasz: 


luego: 


Para efectuar la división, multiplicamos al numerador y denominador por 


2: +60)- (8:206 


Efectuando las multiplicaciones indicadas: 
COP SC 
iur ED 
Después de efectuar, nos queda: 
s FW) 


Consideremos al número complejo: 2 = х  yi/ (xi y) cR, 
ahora reemplazando esta expresión en la condición dada 
setendrá: 

Ix*G-5i| =3 
Aplicando la propiedad de módulo y elevando al cuadrado 
aambos miembros obtenemos: 

di 
Debemos reconocer que la ecuación obtenida corresponde. 
ala ecuación de una circunferencia de centro en: (0; 5) y 
radio: 3. Este resultado se interpreta así: 
"Todos los números complejos z / |2-Si| = 3; se encuentran en una circunferencia 
deradio3 ycentro en (0; 5) ubicados en el plano complejo." 


team CALAPENSHKO 


Observar que el afijo del múmero complejo de menor argumento positivo queda 
determinado por la intersección de la tangente trazada a la circunferencia y la 
perpendicular desde el centro: (0; 5) finalmente con la ayuda del gráfico podemos 


deducirque: |а| =4 ^ Arg) =53° 
con lo cuál el número complejo z se podrá expresar en forma polar 


MM Y 


Resolución: 


A partir de la condición tendremos que: 
2-1 
т 
Multiplicamos ambos miembros рог |z|: 
12-1-2141 
Utilizando la expresión polar dez: 
®= (216080 +1sen0) 
La relación (1) nos sugiere elevar al cuadrado a ambos miembros, obtenlendosez 
z? = || (cos20 + isen20) ECHO 
Luego reemplazando (2) en (1), se tendrá: 
|: (сов 20 +isen20)-1] = 212] 
Efectuando la multiplicación indicada: 
IC)21*cos20-1) +i |z|*sen20| = 2121 
Utilizando la definición de módulo de un complejo, el 1er miembro quedará así: 


(022 сов20 1) + (zl senzo) =2121 
Elevandoal cuadrado a ambos miembros, efectuando y reduciendo, se obtiene: 


Iz]*-21z//(0520 +2) +1 
Utilizando la forma general para resolver una ecuación cuadrática tendremos: 


ESTEE 


2 
Efectuando y simplificando, obtenemos: 
Iz P (cos20 «2)« J(cos20 -2* —1 


-2 


4) 
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Como se pide |z| máximo solo se considera la raíz positiva: 
|zP=(cos20+2)+ f(cos28 4 23 -1 
Observar que: |z|” es máximo si y solo si cos 20 es también máximo, por lo tanto 
cos20=1.Luego: [zu o3 8 
Extrayendo raíz cuadrada, así se tendrá: 
lza 62/2 


Finalmente aplicando transformaciones de radicales dobles a simples, se concluye: 
^ alus 351 


Resolución: —— Elevando al exponente 4 a ambos miembros de la igualdad mostrada tenemos: 
ie (х2 уЗ)? –(2хуђ? + 4ку(х? - у? 
Luego se cumple: 
y Pto = (а? - y! + удо - Y! 2x) 0 
Dedonde: x*—y? = -2ху v х2 у? = axy 
* уб? -у?у=1 
Si ر > ر‎ INO es Real! 


En consecuencia debemos resolver únicamente el siguiente sistema: 


Reemplazando (3) en (1) conseguimos: 
2-7-5 v و‎ E] 


Observar que de (3) y (4) se forman los nuevos sistemas: 


>= 5 od 
er و‎ 


A TIT Epi Ium uiii 
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Se deja al lector la tarea de resolver el problema anterior teniendo en 


cuenta la aplicación de la radicación para números complejos en la 
forma polar. 


E) 
A a): 
Como “г” es un múmero real, se cumple: 


Em 0 > bx-ay=0 


bx=ay 
AE 16 
58-1 


Resolución: Tener en cuenta que: 


A - casa 


AAA B29 Pot lS i i) 


team САГАРЕМЅНКО 
2 3 


=) ga 


f t =, 
a- sata) ле? 
conse юле: 
16e? «ze 4e? 
(з. 2"), = 
یھ چ ی‎ 
gts 
16e +2=4e* 
z=-12e° „-12 


(es) 


22-6-6431 
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semen ДАЛЬ өйүз У bent tantoan 
PROBLEMA 22 Sj: 1, w^ w? son las tres raíces cóbicas dela unidad. Calcular: EI 


менум NG + wi 


Resolución: Tener en cuenta que: wî =1 ^ м? 
Luego en "N" se tendrá: 
N= (Len WI -w)ü «w-wh)ü ew! -w) 
“б^ factores. 
Notat que: мем муд + Ww = WÊ)... dw! = мп + WÊ м)... 
3a" factores “за” factores 


N= (1+ ww?) + wî - wy 
d 
Como: мено em 
N= (wî ar wy? 
анан - [Cawhc-avo]" 
N= (aw? ^ - (6.108 = 49^ 
5 N26 


mE Ic E) rr 


PROBLEMA 23 


es el complejo conjugado de: 


GA)” damay anayo 
39 + 26i, 


Resolución:  Efectuando la operación indicada 
^ pa. (193200320) 
3 G-2)0 «20 
( 3-2 Jae 133. 20° 
39 «26i 13 


39726 


+3+20 


Como: s (3+2) es el conjugado: БЕТЕ 
Se plantea: 
3-2 = x 191= 2y -154+ y +10) 
x=2y-15 
19=3y +10 + y=3Ax=-9 
3+2 + x4191=15-2y -(3y «10 
x=15-2y 
19=-(3y +10) + y 
Por condición: 


y>0 > y=3Ax=-9 
5 к+у=-6 


FROBLEMA 24 Hallar todas las soluciones de: 
ааа ec 


Resolución: De la igualdad mostrada, tenemos: 


Sext =x + yl/ cy) cR. luego: 
emt me. = e cosy  iseny) 
ee е*созу t ie seny 
Por condición: е^ = 1 + i, entonces: 
Те сову ie seny 
De donde: 
S| Al dividir convenientemente tenemos: 


«епу =1) "nel 


aya keZ 20) 


* é'cosys1 — e" cos! y «1| MES 
* e seny=1— ePsenly- 1 


"Tomando logaritmo natural: In e^ = In 2 


n2 
2x-In2 x= 
Finalmente de (1) y (2) tenemos: 


cant (maji ez 


Seael námero complejo:z = x + yi | x,y e ®;1 = V-T 
Por condición tenemos: 25х53 
La desigualdad corresponde a un semiplano limitado por las rectas х= -2 (incluye. 
aesti) yx=3(no incluye a está), veamosla gráfica. 
tm 


Seaelmúmerocomplejo:z=x + yi | уе R;i= YT 


"— EE: 
z< E 
3 [Argiz (-2+0]5- 4 


Finalmente podemos apreciar que: (2;1) = -2 + i es el vértice, ahora en el plano 
tenemos: 


team САГАРЕМЅНКО 


Resolución: — Seacimimerocomplejo:z=x+yi|x,y eRsi=V-1 
Porcondición tenemos: [ER 
dry =2+у 


De donde podemos plantear: х? +? <(2+y)* ^ 2+y >0 
x 44y AY 2-2 


y2 1ay2-2 


Por la intersección tenemos: yzi - 


La desigualdad indica el semiplan por encima de la paribola y - 13-1 
incluyendo a está. 


twitter.com/calapenshko 


z-xeyi/ybhcR 


Por condición: 
Ixlely|s1 

Inecuación que representa la parte interna del cuadrado de lado VZ incluyendo 

su contorno, pero considerando al argumento tenemos: 


AAA ÉD IA 
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BLEMA 30 Graficar: — 
RYAN бна Е А 
oer FRE ef La teC/ l115 2a1} 0 9 


Resolución: Consideremos 


a=x+yi/(uy) cR 
Por condición: 


[G-D+yils21G+D+y il 


Fry srry 


De donde obtenemos: 


9 


Īnecuación que le corresponde a una circunferencia de centro en: 5; о) y radio: 


4 tchendo su pare eer, vernos 


t 


Calcular: {Im{Z2}} . Si: 


a 


ج ا изе‏ 
.)30+ 1-4065 


A2 ma o4 
D)-1 B1 
Si: Z = 2 + 3i. Halle Im(W) 
3 

DE »2 rm 

д Es 
Dx Da 
A partir de: 


e ayi 
Calcular el valor. 


xe 


х-у 
Аш B) 1/4 ovs 
D) 1/6 51⁄3 
Reducir: 

E-Q« D! «q- ot 
yan 52^ oz? 
DES Ez 


Sî: (Z, W} c C. Calcular: 


А 


TA a 


m1 92 оз 
Da DH 
Reducir: 


35393,4109 
hide dum 


A) 500(1 + 0 B) 500 
D) 250 - 1) 


©) 250i 
E) 250 


Calcular: 
EZ" «Van 
51—27 es un número real donde: 
3ے‎ 
[zz 


A)3/2 
D)2 


B) 5/2 Qva 
Bl 


Calcular “n + К“ a partir de: 
1922 +з 1000 =n +k 
Б 9-2 оо 
DEI 92 
Calcular el módulo del complejo: 
2= 1« cos74* & isen74* 


A1 
D)2 


B)12 O16 


E) 2,4 


Proporcionar el argumento principal 
Z= 1 + cos 20° + i sen 20° 


a20 
Ds 


B) 80" 


040 
E) 10° 
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12. Proporcionar el argumento del siguiente 


complejo: 
SEDE) 
[жнг] 
уз Bss osr 
D) 60" юв” 


fh Si: ZEC/Z = x + yi, y 20, 1+2 #0 
Entonces para que el nümero: 
Ea 
1+2 
sea real el módulo de "Z^ debe ser igual a: 


N1 B)-1 oo 
ma DE 


14. Calcular: Arg) si: 


=1 ^ In+2+311=S; mt o 


45. Calcular el valor mínimo de: (nl)! a 


partir de: 
(oma tao 
1 DE С) 720 
D) 5040 E) 420 
16. Simplifíquese: 
Q2)? + ай «20 +40 
ea 

A)7-24 — B)7424 — Q-7-24i 
D)-7 + 24i E) 24+ 7i 


HE 


17. Calcular el resto de la siguiente división: 
(cos + xsenê)" — cosü — хзепо 
х1 


a1 во o2 
Di Bi«2 


18. ¿Cuál es el número complejo que 
multiplicado por da otro complejo cuyo 
módulo es “К^, que su componente real 
sea “ (1<0) y que esté en el tercer 
cuadrante? (К > °) 


Nuhi Bk- 
Otk? -ti 
DRE BÊ eu 


19. Para cuántos valores de "n" de dos cifras la 
iC; PCI PCIe "С; 
se reduce: 


48a anm 
A10 Du 912 
D) 13 B1 
20. Encontrar los números complejos "Z" tales 
que: г 
ен 
z 


sean conjugados. Luego determinar los 

valores numéricos del polinomio: 
ОРА 

para cada uno de los valores de Z 

obtenidos. 


A)-1,1,4,0 B) Sólo 1 
D) 500-1 


© Sólo o 
БЕ 
м. Resolver en С: 

a 22-5 

b. (1+1)%2+60i=(7+130Z 

Indicar cuál no ез raíz de las ecuaciones 


anteriores: 
Ai-2 3+5 O7-2i 
D-i-2 Ei +2 


———— HM QÓÓ 


ЕА 


C)6 + 10i 
BAvD 


А)6 + 17i 
D) 6 + 8i 


B)4 + 9i 


Un número real "x", que satisface la 
ecuación: 


enx + icosx)*= ѕепх — icosx 


es: 
Au B) -x oi 
DE Ex 


Si: a, р, 8 son las raíces del polinomio 
complejo: 

0= 2-1 + و 
Entonces: (а + р + 8) es:‏ 


A-1 во o1 
Di Ba 


S Тара, At ]-5 
entonces el número complejo "z" forma 
polares: 

secos een) m a [cost + нев) 
о (cost risen) 

D) (cos + isen E) E) aeos einen) 


¿Qué valor debe asumir “n” (n < 0), tal que 
exista un único complejo “z”, que verifique: 


[a]? -2iz- 220 + D =07 


^) в)-/2+1 


+1 
2 


D) 2-1 E) 


Aus mzs С)240° 
0)340° E) 200* 
Hallarel módulo de “7” que verifica: 
Eas 
د‎ oi 
юг 


Dados los complejos: 21; 2} za en el plano 
Gusseano: 


x Im 


E 


Indique verdadero (V) o falso (F) 
[E 

п. Rer) +Im(2)>0 

ш. Ата) Аба) = 240° 


AFW 
D)FFF 


BE ON 


E)FFV 


¿Cuántos valores de dos cifras adopta “n”, 
para que se verifique la iguald 


(£ 1 

2 

E Er c10 
Du Baz 
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м. Si du qui da ds ds Фу: son las raíces de 
orden 6 de la unidad. ¿Qué clase de número 
es: 


ътт? 


A) Nulo 
B) Real 

C) Imaginario Puro 

D) Sumóduloes1 

E) Másdeunaescorrecta 


32 Dado el complejo: z = &'"!, donde: 


rj Im » m 
an ч 
Te Te 
© Im 
[3 
Е 
D) сз E y рт 
[3 [3 
Е 


31. ¿Cuál será el módulo de aquel complejo “z” 
de argumento máximo y que verifique: 
[a-2/3]<2; si: 0c Are) e? 


A2 в): 
о د‎ 


sili 
юз mi ©з 

5 
Dr mi 


ЅеаА = (2 С:402-3)02-3) = |z| + 15). 


Hallez, e Atal que || sea minimo. 
ADMISIÓN UNI 2017-1 


A-1 
D)-7i. 


51 Qi 


B7 


SiZ, +Z, +Z, =0 AZ. |= |22| zs | =1 
Entonces: Z, , Za y Zy son los vértices 
de un triángulo: 

A) Equilátero 


C) Escaleno 
D) Obtusángulo 


В) Rectángulo- 

Е) МА. 

Halle el menor valor де “К”. 
[exe 

viz wec 


Aa 
D1 


92 


с 
E) 1/2 
En el siguiente gráfico se cumple: 
Re(Z,) « Im(2 ; 24-22 = 4i; 
Arg(Z;) = 15° 
Determinar el área sombreada. 


AN im 
B) V2 p? 
os? 
may E 
D35 


t 
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T NAR. cc 
38 Lagrifica que mejor representa al conjunto: 
Ame c tte y Ssawa 


A n B) k 

е E 
о оп D) Im 

x E3 
En 

We 


40. La gráfica que mejor representa al 
conjunto: 


З ; s Arg(w)s El 
secnm |5 1Ë S Ant лє} 


EX 


La gráfica que mejor representa al 


conjunto: 
кезесе imtos sonos? 


OR 
№. £ 
es 


A qué conjunto de números complejos 
corresponde la región sombreado. 


team CALAPENSHKO _ 


DEL Ed 
СЕИ 


o riter iet ener) 


D) {241% аецеся 

› |e" Пеце, } 
4zl" / 2-1Ê <0< E 

E) feze" 12-е <02} 


43, Sielconjunto: 
A= (2+1/ |21| S1: Ze Cy 


entonces la gráfica que mejor representa al 
conjunto Aes: 


А dm Dm 
e | ES 
Re 
9 [m 
3 
D) im E) s 
Ф- e. 


44. Sielconjunto: 


т-а 


entonces la gráfica que mejor representa al 
conjunto Tes: 


в 


AA 
А з n 


em 


D) k к oim 


Re 3 


Entre los nümeros complejos Z que 
satisfacen a condición 

4G -3)2-3)- 1217 + 15. 
Determinar el complejo que tenga el mayor 
argumento principal e indicar su módulo, 
tal que Z se encuentre en el primer 
cuadrante. 


БЕ в) V3 © 
047 s E7 
Siel conjunto: 


A = {Z + i /Re(Z) -2 Im(Z) < 2}; 
entonces la gráfica que mejor representa al 
conjunto As 


^ 


в) 


team CALAPENSHKO 


MATEMÁTICA 1 


48. Graficarel conjunto A representado por: 


ој 
Ж A= (Z'-i/ |2-5i] 3) ;£ =0p(0) 
8 
4 Ee 2 
p A m e B) jim 
o A 
» o. о 
В 2 2 
а 
> 8 М 
Б 3 © 
: 3 $ 
а 
AM 
o D) im gm 
47. Siel conjunto: A ES 
ar feec/la-i1<2y осло} Re 
entonces la gráfica que mejor representa al 
conjunto Aes: 49. Determinar “n” en: 
BymGy + 2). as a 
ans, ay) asa) 
кеш 
PE B) 60 c65 
D) 66 E)99 


50. Siendo Z un complejo distinto de cero 
determine el máximo valor de: 


mm al 
Am |Z] 


Ai 21 92 


DE DEI 


team CALAPENSHKO 


9. 


10. 


п. 
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997 


اناا 


EEEPEEEEREE! 


588999923939 
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CAPITULO 22 


Б ЕЕН 


E 
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